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Resumen

En este trabajo estudiamos de forma analitica y numérica estructuras autogravitantes de campo
escalar ultraligero. Se estudiaron halos soliténicos, compuestos tinicamente por materia oscura
escalar empleando el cédigo PyUltraLight [1]. Realizamos diversas simulaciones, en un marco
de trabajo sin expansion, con diferentes configuraciones para verificar resultados y propiedades
encontradas en diversos trabajos. Finalmente, exploramos la posibilidad de materia oscura con-
formada por multiples campos escalares ultraligeros y proponemos una modificacién al cédigo
PyUltraLight.
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Capitulo 1

Introduccion

La cosmologia es una ciencia observacional de alta precisiéon que estudia el universo como un
todo, entre sus principales objetivos esta entender la evolucién del universo. Desde la antigiiedad
las civilizaciones han buscado entender el cosmos y su evolucién, a partir de observaciones
comenzaron a construir conocimiento sobre el universo. El siglo XVI fue marcado por una
evolucién en la forma de concebir el Universo, Nicolas Copérnico (Niklas Koppernigk) propuso
un universo en el cual los cuerpos celestes orbitaban el Sol, en esa misma época Galileo Galilei
estudié el movimiento de los cuerpos y con la creacién de un telescopio pudo observar el universo
y se dio cuenta de que la Tierra no era el centro del universo; Johannes Kepler partiendo de
observaciones establecié sus tres leyes de la mecénica celeste [2].

Anos después Isaac Newton con la invencion del calculo, sus tres leyes de la mecénica y la ley
de gravitacion universal comenzé una revolucién en la concepcion de la mecanica. De ahi en
adelante comenzé a formalizarse la teoria de la mecanica newtoniana. La ley de gravitacion
universal dicta que dos cuerpos con masas M y m, separados por una distancia r se atraen con
una fuerza:

GmM ,
F = —m (I'—I'), (11)

donde G es la constante de gravitacién universal; la fuerza gravitacional descrita por (1.1) es un
tipo de fuerza central (la fuerza estd dirigida en direccion radial), como la fuerza es conservativa
se tiene que F = m V®, y para alguna distribuciéon de materia dada se tiene que

V20 = 47Gp, (1.2)

donde p es la densidad en cualquier punto dentro del objeto, el cual puede ser una estrella, un
planeta o algin otro cuerpo celeste. Kepler estudié las orbitas planetarias y postuld sus tres
leyes, posteriormente con la fisica newtoniana se dio una interpretacién matematica a estas
leyes. En el Apéndice A se muestra un resumen de estos resultados.
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Con el paso del tiempo la tecnologia evoluciond y permitié mejorar las observaciones del universo
con mejores telescopios, permitiendo encontrar una gran variedad de objetos celestes.

En 1915 Albert Einstein propuso, después de una serie de trabajos al respecto desde 1907, una
nueva concepcién de la gravedad, en la cual la gravedad se debe a la relacién entre la geometria
del sistema y la materia y energia de este. Einstein consideré dos principios esenciales en su
teorfa: el principio de equivalencia [3] y el principio de covarianza [4].

El principio de equivalencia establece que:

Todo sistema de referencia en caida libre en un campo gravitacional equivale localmente a un
sistema de referencia inercial.

Por su parte el principio de covarianza dicta que:
Las leyes de la fisica deben ser las mismas en todos los sistemas de referencia.

Para describir la dindmica, Einstein propuso un conjunto de ecuaciones acopladas de campo
gravitacional tomando consideraciones como la correspondencia con el limite clésico [5, 6, 7, §].

Estas ecuaciones de campo estan dadas por

GG

1
G#V = Ruy - 5 ngj = 771“,. (]_3)

donde g,,,, es el tensor métrico, R es el escalar de Ricci, R, es el tensor de Ricciy T}, es el tensor
de energia momento. Para mas detalles del tensor de energia momento revisar el Apéndice B.
Las ecuaciones de campo de Einstein describen la interaccion fundamental de la gravitacion,
donde la gravitaciéon se debe a que el espacio - tiempo se curva por la materia y la energia.

Einstein propuso que el universo a grandes escalas es homogéneo e isotrépico, en un principio
aproximado, denominado principio cosmoldgico, el cual establece que:

"Para un tiempo particular dado, todas las posiciones en el espacio son equivalentes y en una
posicion dada, todas las direcciones espaciales de observacion son equivalentes”.

Dicho de otro modo, el principio cosmoldgico enuncia que el universo a grandes escalas satis-
face las propiedades de isotropia y homogeneidad. La isotropia es una propiedad fisica que
implica que la mediciéon de las magnitudes fisicas no depende de la posicién, es decir, que las
propiedades fisicas son las mismas en todas partes; mientras que la homogeneidad implica
que las propiedades fisicas no cambian al realizar cambio de sistema de referencia (por ejemplo,
rotaciones). Esto implica que a grandes escalas deberfa existir la misma densidad de materia
en un mismo tiempo. El principio cosmoldgico implica una suavidad a gran escala, la cual se
observa a escalas de 100 Mpc o mayores.

En el ano 1922, Alexander Friedmann (Aleksandr Aleksdndrovich Fridman) resolvié las ecua-
ciones de Einstein (1.3) considerando un universo homogéneo e isotrépico, y obtuvo una métrica
como solucién exacta a las ecuaciones [9]. Esta métrica se conoce como métrica FLRW (Fried-
mann - Lemaitre - Robertson - Walker), bajo estas suposiciones, el tensor de energia - momento
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debe ser diagonal y por simplicidad se supone que esta compuesto por un fluido perfecto, es
decir, que no hay viscosidad ni flujo de calor, este tensor se escribe como

T;,LV :diag(_p627pgumPguuapguu)a (14)

donde p representa la densidad de materia interestelar y P es la presién. Ya que el tensor de
energia momento es diagonal, la métrica también debe serlo, por lo tanto el elemento de linea
se escribe como

dr?
1 —kr?

ds® = g datdr” = —dt* + a(t)? +72(d6? + sen®0 dp?) | | (1.5)

donde a(t) es el factor de escala, k es un parametro libre, conocido como constante de curvatura.
Notese que si k = 0, tenemos la métrica de Minkowski en coordenadas esféricas.

De las ecuaciones de Einstein se obtienen las siguientes ecuaciones:

a2 k& 8nG

a  re omlr 1.6
=t 3 P (1.6)

0l g (1.7)
J— —_— = — 7'[' .
~t P,

Las ecuaciones (1.6) y (1.7) describen la expansién del universo, son ecuaciones que muestran
el equilibrio de energia y pueden ser derivadas de a partir de la conservacién de la energia
total a partir de la mecdnica newtoniana. La ecuacién de Friedmann (1.6), se puede reescribir
definiendo H(t) = a(t)/a(t), el cual se conoce como pardmetro de Hubble. Por otro lado, la
ecuacién (1.7) se conoce como ecuacién de aceleracién, la cual puede derivarse a partir de
manipulaciones algebraicas de la ecuacién de Friedmann. A las ecuaciones anteriores se les
suma la ecuaciéon del fluido

) a P

y una ecuacién de estado p = p(p). Y asi se puede modelar la evolucién de la materia en
el universo. Este modelo es una primera aproximaciéon al modelo del Big Bang, del cual se
hablara en el siguiente capitulo. En 1929, Edwin Hubble observé la velocidad de las galaxias
por medio de su corrimiento al rojo, con las lineas de absorcion y emision identificables de
estrellas variables cefeidas en nebulosas espirales. Hubble encontré que el corrimiento al rojo de
una galaxia es proporcional a la distancia a la que esta, mas rdpidamente aparenta alejarse con
respecto a ella [10]. A esta se le conoce como la ley de Hubble, la cual es vélida a grandes escalas.
En términos matemadticos, la relacion velocidad - distancia que encontré Hubble esta dada por:

v =Hyr, (1.9)
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donde Hj se conoce como constante de Hubble aunque, en realidad es un parametro.

La relatividad general permite introducir otro término en sus ecuaciones, este término se conoce
como constante cosmoldgica, de modo que las ecuaciones de Einstein se reescriben como

&1

1
RW’ — iRng + Ag;w = 7T#y7 (110)

y por lo tanto, la ecuacién de Friedmann en unidades donde ¢ = 1 se puede reescribir como

8tG E A
H>=—"—p——+=. 1.11
3 a? ( )
Con la constante cosmoldgica se describe la expansién acelerada del Universo, la cual fue ob-
servada por primera vez en 1998. La expansiéon acelerada del universo se atribuye cominmente
a la Energia oscura.

Durante las ultimas décadas se ha tenido como objetivo resolver grandes misterios del universo.
Los cosmélogos estan interesados entre otras cosas en conocer detalladamente la composicion
del universo, la formacién de estructuras, el universo temprano, entre otros.

En el universo se observan diferentes estructuras a diferentes escalas, el objeto basico cosmologi-
co son las galaxias, las cuales contienen alrededor de 10! estrellas y otros cuerpos celestes. Las
galaxias mas comunes son las espirales, las cuales tienen una protuberancia central y luego la
materia se distribuye en un disco de radio de aproximadamente 12.5 kpc. Alrededor del disco se
observan cumulos globulares distribuidos con alguna simetria a distancias de entre 5 y 30 kpc.
Las galaxias por su parte se encuentran distribuidas dentro de cimulos de galaxias, los cuales
son los objetos unidos gravitacionalmente més grandes del Universo. Los cimulos por su parte
se agrupan en supercumulos unidos por filamentos.

Las diferentes estructuras del universo estan compuestas de materia y energia, por ejemplo, las
galaxias contienen estrellas y planetas. Tanto las estrellas como los planetas estan formados por
grandes cantidades de atomos y estos a su vez estan formados por particulas elementales. La
cosmologia requiere de la fisica cuantica para explicar algunos fenémenos como en el espectro
de cuerpo negro del fondo césmico de microondas; los procesos del universo temprano como la
nucleosintesis, el desacoplamiento y la recombinacién. Por otro lado, algunos procesos como la
formacién del fondo césmico de microondas requieren de algunos resultados de la fisica de altas
energias.

Uno de los temas de mayor interés en cosmologia es la materia oscura, cuyo nombre se debe a que
este tipo de materia desconocida sélo interactia gravitacionalmente con el resto de la materia;
y por lo tanto no es posible observarse utilizando el espectro electromagnético. A inicios del
siglo XX se sabia que el universo estaba formado por diversas estructuras, las cuales se sabia
que estaban conformadas por materia bariénica observada por telescopios. Aunque, al poco
tiempo empezaron a aparecer indicios de que podia existir materia ademas de la materia que se
observaba utilizando el espectro electromagnético. Las masas de los cuerpos de materia barionica
en el Universo se median utilizando la ley de cuadrado inverso para calcular la luminosidad del
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flujo observado y a partir de una relacién masa - luz (la cual es aproximada y difiere para
diferentes tipos de estrellas)[11]. Y asi sumando las masas de las estrellas dentro de una galaxia
estimar la cantidad de materia en el Universo.

Para los anos 1930 se habia encontrado que las velocidades de dispersion de ciimulos densos,
como el cimulo Coma eran muy altas y no habia un modelo cosmoldgico que explicara tal
fenémeno. En 1933 Fritz Zwicky estudié el cimulo Coma, en su andlisis primero supuso que
tal sistema era mecanicamente estacionario y la materia se distribuye de manera uniforme en
el cimulo. Y aplicando el teorema Virial encontré que la densidad promedio en el sistema
Coma deberia ser al menos 400 veces mayor que la obtenida por las observaciones de la materia
luminosa. Luego consideré que aun asumiendo que el sistema no estd en equilibrio persiste
el problema de falta de materia, al menos deberia haber 200 veces mas materia de la que se
observaba por medio de telescopios. En ambos casos, la velocidad orbital de las galaxias visibles
en el cimulo era muy grande para la masa observada. Basandose en esto Zwicky propuso la
existencia de materia oscura, la cual proporcionaria la masa faltante, por primera vez [12].
Posteriormente Vera Rubin estudio las curvas de rotacion de galaxias espiral [13]. La curva de
rotaciéon estda dada por la velocidad de la materia que gira alrededor de un disco espiral como
funcion del radio al centro de la galaxia. Las estrellas individuales estan en orbitas keplerianas,
dado que los campos gravitacionales son tan débiles que no es necesario emplear Relatividad
General, donde para una masa M (R) con radio R y habiendo un equilibrio entre la aceleracién
centripeta y la atraccion gravitacional la velocidad esta dada por

(1.12)

A partir de la relacién (1.12) se puede estimar la masa de una galaxia, con un objeto del cual
se conoce su distancia a la galaxia y la velocidad a la que se mueve. Utilizando varios objetos
a diferentes radios y velocidades de rotacion se puede estimar la distribuciéon de masa. Los
valores obtenidos para las masas son mucho mas altos que los valores obtenido por estimaciones
empleando la relacién luz - masa. Las curvas de rotacion observadas se aplanan, cuando se
esperaria que decayeran. Por ejemplo, las observaciones de la linea de emision del hidrégeno
atémico, muestran que la curva de rotacion de muchas galaxias espirales sigue siendo plana
mas alla de la ubicacién de la materia visible. La diferencia se incrementa al ir aumentando
la escala, eso sugiere que existe materia, que no puede ser observada a partir del espectro
electromagnético, que rodea las galaxias. Se han propuesto varias soluciones al problema, entre
ellas que la teoria de la relatividad general es incorrecta, pero hay varias pruebas que confirman
la teoria de la Relatividad General. Hasta ahora, la hipotesis mas convincente es la existencia
de materia oscura, la cual es mucho mas abundante que la materia ordinaria. Es importante
mencionar que tanto los resultados de Zwicky como las curvas de rotacién de Robin se mantienen
actualmente.

De las observaciones se sabe que la mayoria de las estrellas dentro de una galaxia espiral se
encuentran en el disco galdctico y tienen orbitas aproximadamente circulares en torno al centro
de la galaxia. Aunque algunas estrellas no se encuentran dentro del disco galdctico, sino que se
encuentran en una regién describiendo orbitas extranas; estas estrellas se encuentran dentro de
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una region esferoidal que rodea el disco galédctico, conocida como halo galactico. El halo galactico
estd compuesto principalmente por materia oscura, pero también contiene gas interestelar poco
denso y algunas estrellas viejas (enanas marrones o enanas rojas).

La hipotesis de la existencia de materia oscura comenzd a tomarse en serio, después de los
trabajos de Vera Rubin y se mantiene actualmente, aunque ain se desconoce la composicién
y naturaleza de esta, se han realizado experimentos y se han propuesto una gran cantidad de
modelos para intentar explicar la existencia de las estructuras del universo.

La materia oscura se incluye en muchos modelos cosmolédgicos, principalmente por las evidencias
observacionales y porque con la materia bariénica no seria posible generar la suficiente fuerza
gravitacional como para formar las estructuras observada actualmente. Aunque, en la actualidad
hay algunos modelos que rechazan la hipétesis, por ejemplo [14].

Hoy en dia no se ha logrado detectar directamente materia oscura, pero se han realizado y se
encuentran en marcha una gran cantidad de experimentos de deteccién directa de los diferentes
candidatos de materia oscura. Por ejemplo, el experimento XENON 1T [15], del laboratorio
Gran Sasso en Italia, es una colaboracién internacional que busca detectar axiones, los cuales
son de los principales candidatos de materia oscura en la actualidad.

Desde que se planteé la hipdtesis de la materia oscura se han propuesto varios modelos para
describir la materia oscura y los problemas de evolucién del cosmos, como las anisotropias del
fondo césmico de microondas y la formacion de estructuras. A principios del siglo XX, se sabia
que el universo se encontraba en expansion, pero hasta 1998 se descubrié que el universo se
expande aceleradamente, para tratar de explicar este problema se propuso la existencia de una
energia que tuviera un efecto opuesto a la gravedad, esta energia, hoy en dia conocida como
energia oscura, deberia cubrir la mayor parte de la densidad del universo. Actualmente se sabe
que el universo estd compuesto por aproximadamente un 69 % de energia oscura, un 26 % de
materia oscura y tan solo un 5% de materia bariénica.

El conocimiento actual de la cosmologia se encuentra dentro del modelo ACDM, el cual asume
que el modelo cosmolégico del Big Bang como verdadero, la necesidad de que existan materia
oscura y la energia oscura. Este modelo logra explicar la existencia del fondo cosmico de micro-
ondas, la estructura a gran escala de la distribucion de galaxias, la abundancia de elementos
ligeros en el universo, entre otros. En el modelo ACDM los WIMP “s son la particula con la cual
estd constituida la materia oscura, de estos modelos se hablara en el siguiente capitulo. Aunque
el modelo ACDM en general concuerda con las observaciones, en la década de los anos 1990 s
se propuso un modelo de materia oscura escalar. El modelo de materia oscura como campos
escalares se ha ido desarrollando desde entonces y actualmente predice mejor las estructuras a
escalas galacticas y de cimulos de galaxias que el modelo CDM.

El presente trabajo tiene como principal objetivo estudiar numéricamente la dindamica de di-
versas estructuras autogravitantes conformadas por materia oscura, la cual esta compuesta por
campos escalares ultraligeros.

En el segundo capitulo se describe de forma concisa el modelo ACDM, al cual nos referimos
previamente. En el capitulo tercero se expone el modelo de materia oscura como campos es-
calares, este modelo postula la existencia de los axiones, que son particulas elementales mas
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alla del Modelo Estandar de Particulas Elementales, luego se presenta el sistema de Schodinger-
Poisson, con este sistema se describe la materia oscura como campos escalares, se revisan sus
propiedades matematicas y sus caracteristicas. En el cuarto capitulo se describen algunas de
las caracteristicas del cédigo PyUltraLight [1] y su funcionamiento, pero también se estudian
diversas estructuras gravitacionales de halos soliténicos; a través de simulaciones. Al final del
cuarto capitulo se propone una modificacion a PyUltraLight [1], considerando miltiples campos
escalares con diferentes masas de axiones.

Para no perder generalidad en el texto, se tienen anexos referentes al problema de N-cuerpos
y la construccién del tensor de energia momento.
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Capitulo 2

Modelo ACDM

En este capitulo presentamos el modelo ACDM, también conocido como modelo cosmolégico
estandar, el cual es el modelo mas aceptado en la actualidad. Se discute brevemente el Big Bang,
el universo temprano, las estructuras del universo; asi como la importancia de los fenémenos
cuanticos en el universo, la materia oscura y la energia oscura.

El modelo ACDM asume que la descripcion correcta de la gravedad es la Relatividad General,
se auxilia de la Fisica de Altas Energias y de la Mecanica Estadistica para describir algunos de
sus procesos y parte de su evolucién. Este modelo es la version actual del modelo cosmolégico
estandar del Hot Big Bang y establece que el Universo inicié hace aproximadamente 13800
millones de anos. Inicialmente la materia estaba concentrada en un punto y sufrié una gran
explosion, el Universo comenzé a expandirse, en este momento la materia del universo era
dominada por particulas en un estado aleatorio viajando a velocidades relativistas, las cuales
formaban un plasma denso y caliente. A los pocos minutos de vida, el universo se encontraba
a una temperatura de 10!° K, hasta este punto los fotones y electrones permanecen libres;
los fotones interactian de forma continua con los nicleos y electrones. Comienzan procesos
complejos en los cuales se comienzan a formar los elementos ligeros como el hidrégeno y Helio-
4. A esta etapa del universo se le conoce como nucleosintesis.

2.1. Parametros del modelo y observaciones

En esta seccion se describen brevemente las caracteristicas y diferentes parametros del Universo,
considerados en el modelo ACDM.

2.1.1. Expansion y edad del universo

El modelo cosmolégico estandar predice un Universo con 13.81 Gyr de edad [16], esta edad es
bastante consistente con las edades calculadas de los objetos méas antiguos en el Universo.

Se sabe que el Universo se expande, esto se observo a través de observaciones del corrimiento
al rojo. La constante de Hubble, que en realidad es el valor del parametro de Hubble en el
tiempo actual, Hy se expresa como Hy = 100hkms~! Mpc™'. Actualmente con las diferentes
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Figura 2.1: Evolucién de la edad del universo respecto a la expansion de este. La grafica muestra
para los valores del pardmetro de Hubble Hy = 50, 67.27 y 100kms~! Mpc ™.

observaciones indican que h ~ 0.67. Aunque la expansién del Universo es conocida desde hace
casi un siglo, a finales de los anos 1990 s los estudios de supernovas distantes del tipo Ia,
revelaron que actualmente el universo se expande en forma acelerada. La mayoria de modelos
atribuyen esta expansion acelerada a la Energia Oscura.

La tltima actualizacién de datos del satélite Planck [17] da un valor del pardmetro de Planck
Hy = (67.27 & 0.60)kms~'Mpc™*. Si se suman las mediciones de las lentes del Fondo Césmi-
co a los datos de Planck se obtiene un valor ain més preciso, con una restriccién del 0.8 %,
Hy = (67.36 £ 0.54)kms~ Mpc ™. El valor actual del pardmetro de Hubble influye conside-
rablemente en la edad del universo. En la figura 2.1 mostramos una gréfica realizada con el
codigo CLASS [18], esta gréfica muestra la evolucién de la edad del universo respecto a su
expansion para tres valores del parametro de Hubble. El cédigo CLASS calcula la edad del
universo, en nuestro caso variamos el parametro de Hubble y obtuvimos que para un valor
Hy = 50km s~ Mpc ™! se simula un universo con una edad de 15.6073 Gyr, mientras que para
un valor Hy = 67.27kms ™! Mpc ™! se obtiene un universo con una edad de 13.8188 Gyr y final-
mente, cuando Hy = 100km s~ Mpc™! se modela un universo de 11.4671 Gyr. Por convencién,
se fija a(ty) = 1, para un tiempo actual.

También nos interesé revisar la evolucion del parametro de Hubble respecto a la expansion
del universo para los mismos tres valores del parametro de Hubble en tiempo actual. En la
figura 2.2 mostramos la evolucién del pardmetro de Hubble respecto al corrimiento al rojo (esta
grafica también la hicimos empleando el codigo CLASS). Esta figura muestra la relacién entre
la expansion del universo y el corrimiento al rojo.
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Figura 2.2: Evolucién del parametro de Hubble respecto al corrimiento al rojo, en el tiempo
actual a(ty) = 1, para los valores del pardmetro de Hubble H, = 50, 67.27 y 100kms~' Mpc .

2.1.2. Componentes y estructuras del universo

En el capitulo anterior describimos brevemente las estructuras del universo, las observaciones
sugieren que el universo actua jerarquicamente, las estructuras mas pequenas se unen has-
ta formar galaxias y después cimulos de galaxias, por ejemplo, las observaciones del bosque
Lyman-Alfa [19].

Con el colapso gravitacional de la materia se forman estructuras pequenas como estrellas,
las cuales comienzan a brillar, debido a que la materia bariénica se calienta y los objetos se
aproximan al equilibrio hidrostatico; esto se da por la inestabilidad de Jeans [20].

Los modelos que proponian que el universo estaba compuesto por materia ordinaria no predi-
cen las estructuras observadas, ademas de que la cantidad de materia ordinaria es muy baja.
Como se menciond en el capitulo anterior, la materia oscura se infiere a partir de los efectos
gravitacionales que causa sobre la materia visible, tales como estrellas y galaxias. Atin no se ha
podido detectar directamente y su composicién es desconocida, hasta el momento sélo se sabe
que no interactia de ninguna forma con la radiacién electromagnética; pero es una componente
importante de los modelos de formacién de estructuras y en las anisotropias del Fondo Césmico
de Microondas.

2.1.3. Densidad del universo

La densidad total del universo es un parametro adimensional que lo denotamos con (2, éste
parametro esta compuesto por los diferentes tipos de materia en el presente universo, donde
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o=" (2.1)

donde p es la densidad fisica del universo estimada, y p. es la densidad critica del universo,
es decir, la densidad si el universo tiene geometria plana. Si el universo tiene geometria plana
) = 1, actualmente se sabe que 2 ~ 1, el pardmetro de densidad se puede separar en sus
componentes de materia y energia oscura (debida a una constante cosmoldgica), entonces se
escribe como

Q=Qy+Q~1 (2.2)

La materia se puede separar en sus diferentes componentes: materia bariénica, radiacién, neu-
trinos y materia oscura

M = Qepy + U+ Qy + Q) + . (2.3)

La nucleosintesis propone que €2, ~ 0.05, aunque se ha encontrado que la densidad de bariones
visibles de estrellas y gas de galaxias y ciimulos es €, ~ 0.003, este valor es menor del 10 % del
valor predicho por la nucleosintesis [21]. A esta discrepancia se le conoce como el Problema de
los bariones perdidos. Se propuso que esta materia barionica dificil de detectar debia distri-
buirse en filamentos gaseosos de baja densidad, conectando los cimulos de galaxias y formando
una enorme red en el Universo. En 2008, el telescopio XMN - Newton encontrd evidencias de
la existencia de esta red de filamentos de gas caliente conectando los cimulos de galaxias Abell
222 y Abell 223 [22].

Por su parte, el parametro de densidad de la materia oscura, se infiere de las observaciones
mencionadas previamente, su valor medido es aproximadamente Q¢pys = 0.26; mientras que la
densidad de neutrinos Q, y la densidad de radiacién 2., son del orden de ~ 107°.

2.1.4. Geometria del universo

Se plantean tres tipos de universos de acuerdo con su geometria, la geometria del universo
se describe matematicamente por una constante k£ que aparece en la ecuacion de Friedmann.
Cuando k£ < 0 la geometria del universo es esférica y se tiene un universo cerrado; por otro
lado, cuando k£ = 0 el universo posee geometria plana y finalmente, cuando k£ > 0 el universo
presenta geometria hiperbdlica y es abierto. Se puede definir un parametro de densidad de la
curvatura del universo a través de (2.4)

k

Y=o

(2.4)

Aunque normalmente el parametro §2, se fija a cero ya que las observaciones del Fondo Césmico
de Microondas apuntan que el Universo posee geometria plana, dado que 2 = €, + Q) ~ 1,
lo que implica que 2, ~ 0. Desafortunadamente no es posible probar que el Universo posee

16



Estructuras autogravitantes de materia oscura ultraligera. Edson Ramirez

geometria plana dado que sélo podemos observar una fraccion del universo, conocida como
universo observable.

2.1.5. Anisotropias del Fondo Césmico de Microondas

Se sabe que el Fondo Césmico de Microondas es bastante isotropico, pero posee ciertas variacio-
nes, conocidas como anisotropias. Las anisotropias fueron detectadas por el espectrofotémetro
FIRAS en el satélite COBE en los anos 1990 °s. El FIRAS obtuvo desviaciones del espectro
del fondo césmico con respecto a un cuerpo negro de referencia, tales desviaciones fueron del
orden de 107° o menores. El espectro del Fondo Césmico es descrito con mucha precisién por
la funcién del espectro de cuerpo negro a una temperatura 7' = 2.7255 K [23].

Posterior a esa primera deteccion se realizaron mejores experimentos de deteccién con una
mejor resolucién angular y mayor sensibilidad, en 2003 la NASA empleando el satélite WMAP
obtuvo datos mds precisos de las anisotropias [24], y continué mejorando los datos durante
nueve anos de resultados [25]. Posteriormente la misién Planck de ESA comenzé a operar en
2013, como una nueva generacion de observaciones de Fondo Césmico de Microondas [26]. Estos
datos fueron mejordndose hasta 2018 [16].

También se han tomado mediciones desde la Tierra, a escalas angulares mas pequenas, como el
ATC [27] y SPT [28].

El espectro del Fondo Césmico da soporte al modelo Hot Big Bang, sus pequenas anisotropias
sirven para restringir los valores de varios parametros cosmolégicos. Con los datos de WMAP
en 2003 revelaron que el Universo estd formado por un 74 % de energia oscura, un 22 % de
materia oscura y un 4 % de materia bariénica. Las anisotropias se expresan en una expansion
en armonicos esféricos del cielo CMB:

3T (0,¢) _
W = l%::[) apm Yl,m(Q, Cb) (2-5)

Estas anisotropias de temperatura se detectan midiendo las temperaturas en dos puntos sepa-
rados por un angulo 6.

En la figura 2.3 mostramos dos graficas del espectro de multipolos del Fondo Césmico de Micro-
ondas, estas graficas las generamos empleando el codigo CLASS. En ambas gréaficas aparecen
los puntos medidos por el satélite Planck en 2018 [16] aunque en la grifica del lado izquierdo
se muestra el espectro fijando los parametros con los valores de la tabla 2.1.5, pero se muestran
las curvas para Qh? = 0.03, Qh? = 0.011 vy Qph% = 0.022383; mientras que del lado derecho
se muestra el mismo espectro fijando los parametros cosmolégicos con los valores de la tabla
2.1.5, excepto que en este caso se fija Qyh? = 0.022383 v se muestran las curvas para tres va-
lor el pardmetro Qcparh? (0.14,0.1 y 0.12011). Del lado izquierdo los puntos se ajustan mejor
a un valor O,h? = 0.022383 y del lado derecho notamos que se ajustan mejor para un valor
Qepuh? = 0.12011.

En la tabla 2.1.5 se muestran los parametros del modelo ACDM. Hj es el parametro de Hubble;
Temp es la temperatura del fondo césmico de microondas; Qcpys es la densidad de bariones
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Parametro Valor
H, 67.556km s~ Mpc™*

Tort 27225 K
Qopas B2 0.12011
Ng 0.96605

In 1010 A, 3.0448

Ny, 3.046

Treio 0.0543

k 0

Cuadro 2.1: Algunos parametros del modelo ACDM, estos valores se emplean para generar la
grafica de la izquierda de la figura 2.3.
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Figura 2.3: Espectro de multipolos del Fondo Césmico de Microondas. A la izquierda se muestra
el espectro de multipolos variando uinicamente la densidad de materia bariénica, mientras que
a la derecha se muestra el espectro para diferentes valores de densidad de materia oscura fria;
los puntos son datos experimentales son tomados de Planck 2018 [16].

multiplicado por h? (donde % es el valor del pardmetro sin dimensiones, empleado para expresar
el pardmetro de Hubble como Hy = 100 h kms~'Mpc™'; n, es el indice espectral escalar; N,
es la densidad de neutrinos ultrarelativistas; 7,.;, es el camino éptico hasta la reionizacion, A
es la amplitud de fluctuacion escalar y k es la constante de curvatura.

Previamente mencionamos que el universo parece ser plano, si el universo no fuera plano las
curvas del espectro de multipolos no se ajustarian a los datos observacionales, consideramos
tres valores de €, —0.1, 0, 0.1 y con el resto de pardmetros fijados con los valores obtenidos
en [16], la figura 2.4 nos muestra que el valor €, = 0 y por consiguiente k = 0 es el valor que
se ajusta para los datos.

Con los datos del satélite Planck es posible imponer restricciones en los valores de los diferentes
parametros del modelo, por ejemplo, en la figura 2.5 se presentan las regiones de confianza de
los diferentes pardmetros del modelo ACDM, esta imagen se tomé del articulo [16].
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Figura 2.4: Espectro de multipolos del Fondo Césmico de Microondas para €2, = 0, —0.1 y 0.1;
los puntos son datos experimentales tomados de Planck 2018 [16].
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Figura 2.5: Regiones de confiannza que contienen 68 % y 95 % de probabilidad, de los espectros,
imponen restricciones sobre los parametros del modelo ACDM; en color verde se muestran
las regiones considerando los espectros separados Planck EE de alta polarizacion combinados
con los espectros de baja polarizacién (low-E), asi como las oscilaciones acusticas de bariones
(BAO); por su parte en color gris se consideran los espectros TE y low-E; luego en color rojo
los espectros T'T y low-E; finalmente en azul se tienen los espectros TT, TE, EE y low-E. Esta
figura fue tomada del articulo [16].

19



Estructuras autogravitantes de materia oscura ultraligera. Edson Ramirez

2.2. Modelo CDM

Como mencionamos previamente, la materia oscura es una hipétesis congruente, que resuelve
problemas como el de las curvas de rotacion planas, aunque realmente se desconoce su com-
posicion. El modelo CDM se refiere a la materia oscura fria, en inglés «cold dark matter»;
este modelo es el modelo mas aceptado de materia oscura, propone que la materia oscura se
mueve a velocidades no relativistas, por eso se denomina «fria». En esta seccién se tratan las
caracteristicas principales del modelo CDM, asi como las evidencias y problemas de este modelo.

2.2.1. Materia oscura

En el capitulo anterior se hablé de las primeras evidencias de materia oscura. Primero Zwicky
al estudiar el cimulo Coma aplicé el teorema virial y encontré que la respuesta mas sencilla
al problema era que la materia visible era tan solo una pequena fracciéon de la materia total
del Universo, posteriormente con las observaciones de Vera Robin se establecié el problema de
la materia oscura. Actualmente hay maés pruebas indirectas de la existencia de materia oscura
como son las anisotropias del Fondo Césmico de Microondas y las lentes gravitacionales en
ciumulos de galaxias, como el Ctimulo Bala (1E 0657-56) [29].

2.2.2. Modelo Estandar de Particulas Elementales

El modelo estandar de particulas elementales es la teoria a nivel subatomico aceptada en la
actualidad. Este modelo describe las diferentes particulas elementales y sus interacciones con
mucha precision.

Las particulas elementales se clasifican en bosones y fermiones, de acuerdo a la distribucion
estadistica que satisfacen. Los bosones cumplen la funciéon de mediar las «fuerzass; estos son:
el fotén, el gludn, el gravitén (particula a la que se debe la fuerza gravitatoria, pero atn
no se ha detectado), bosones W y Z, el Higgs, y otras particulas hipotéticas, como axiones,
bosones neutrales, bosones ligeros y bosones pesados. Estas particulas y sus interacciones son
importantes para describir diferentes procesos astrofisicos y cosmoldgicos en diferentes etapas
del universo. Los fermiones se caracterizan por tener espin 1/2 y se dividen en leptones y quarks.
Los quarks son particulas masivas que forman bariones y mesones, los bariones son particulas
formadas por tres quarks, protones y neutrones, es por esta razéon que la materia visible se
denomina barionica. Por otro lado, estan los leptones, como son el electron, el muon, tau, los
neutrinos y sus antiparticulas.

En cosmologia los neutrinos son importantes dado que son candidatos a materia oscura, ademas
de que se supone que debe existir un fondo de neutrinos, el cual no se ha podido detectar.
Los neutrinos son fermiones sin carga y espin %, poseen una seccién eficaz muy baja, lo que
les permite pasar a través de la materia ordinaria sin perturbarla. Existen tres especies de
neutrinos, cada uno asociado al electron, fermion y al muén. Las cotas experimentales para sus
masas son m,, < 1.1eV, m,, < 0.19MeV y m,, < 18.2MeV [30].
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2.2.3. Candidatos de materia oscura

Existen varios candidatos de materia oscura como son particulas elementales como son los
neutrinos, asi como particulas hipotéticas como los WIMP “s y los axiones, los cuales no per-
tenecen al Modelo Estandar; aunque también se han propuesto objetos masivos compactos de
halo conocidos como MACHOs (por sus siglas en inglés, MAssive Compact Halo Object). A
continuacion, revisamos brevemente estos candidatos. Dado que se desconoce la naturaleza de
la materia oscura, se ha planteado que la materia oscura estd formada por particulas elemen-
tales individuales que interactian entre si y con la materia bariénica de forma gravitacional.
Los neutrinos por ejemplo son particulas tan abundantes como los fotones, pero tienen una
interaccién muy débil; los neutrinos pueden ser de dos tipos: neutrinos ligeros y neutrinos pe-
sados. Los neutrinos pesados son aquellos con masas que exceden 1 Mev, su densidad es €2 ~ 1,
m, c? =~ 1GeV, y con estas masas tan grandes los neutrinos se volvieron no relativistas en
tiempos tempranos del universo, lo que permite que sea candidatos a CDM. Pero como se
habl6 anteriormente, las cotas experimentales de los neutrinos indican que de tener masa, esta
serfa mucho més baja que 1 GeV. Por esta razon, los neutrinos no son los principales candidatos.
Los neutrinos ligeros podrian explicar la densidad de materia oscura observada, {2py; ~ 0.26,
pero son particulas relativistas, y esto evita que se formen las estructuras galdcticas. En su
momento se planted la posibilidad de materia oscura caliente, la cual consistia en particulas no
bariénicas que viajan a velocidades relativistas, pero no puede explicar la formacién de galaxias
desde el Big Bang. Las observaciones muestran que la materia se ha agrupado en escalas muy
pequenas, y las particulas relativistas o cercanas a ser relativistas no se agrupan a esas escalas.
No se descarta esta posibilidad, pero en caso de existir, no seria la principal forma de materia
oscura. Continuamos con los MACHOs, los cuales estan formados por materia bariénica, como
son las estrellas marrones, que estan conformadas por densos pedazos de elementos pesados y
se hallan fuera del disco galactico. Actualmente los modelos que suponen que la materia oscura
esta conformada por MACHOs se han descartado, pues a partir de estudios de la nucleosintesis
del Big Bang, las estrellas enanas cafés y estrellas tenues no contribuyen méas del 1% de la
densidad de masa de sus halos [31]. El principal candidato del modelo ACDM son las WIMP “s
(Weakly Interacting Massive Particles), las cuales son particulas elementales que posiblemente
no forman parte del Modelo Estandar de Particulas Elementales e interactiian gravitacional-
mente y a través de alguna otra interacciéon. Segun algunos modelos, se espera que muchos
candidatos WIMP “s se hayan formado en el universo temprano, ya que la materia oscura fria
es necesaria para que se formaran las estructuras gravitacionales observadas en la actualidad.
Los modelos sobre particulas WIMP consideran particulas con masas grandes comparadas con
las particulas del Modelo Estandar, normalmente del orden de GeV. Algunos candidatos WIMP
eran las particulas supersimétricas, pero los diversos experimentos de biusqueda de particulas
supersimétricas no han detectado tales particulas.

Finalmente, tenemos los axiones, que son particulas tedricas elementales postuladas para re-
solver el problema CP fuerte en QCD [32], aunque ain no se ha demostrado su existencia
experimentalmente. La teoria estipula que la particula deberia tener una masa muy pequena y
sin carga eléctrica. Se ha planteado que la materia oscura se encuentra en objetos astrofisicos
compactos que contienen muchas particulas.
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2.2.4. Caracteristicas del Modelo CDM

Para detectar la materia oscura se han empleado diversas técnicas, por ejemplo, a través del
analisis estadistico de las distorsiones de galaxias a una microescala, debidas a las lentes débiles
(lentes gravitacionales débiles). En estos anélisis encuentran las relaciones masa - luminosidad
correspondientes con las densidades de materia oscura predichas por otras técnicas [33]. En la
actualidad existen varios experimentos como son: DAMA /Nal, Egret, Cryogenic Dark Matter
Search en la Mina de Soudan, XENON en Gran Sasso, ArDM, que buscan detectar a estos
candidatos de materia oscura, pero hasta el momento ninguno ha tenido éxito. En la actualidad,
la hipotesis mas aceptada es que la materia oscura se compone por particulas elementales que
no forman parte del modelo estandar, entre las particulas propuestas estan: axiones, WIMPs y
neutrinos estériles. Con los resultados de los experimentos y las observaciones cosmoldgicas se
han descartado o modificado los modelos de axiones y WIMPs.

Se sabe que la materia oscura compacta las estructuras visibles. Para explicar la formacién de
estructuras en el modelo del Big Bang se propuso que la materia oscura se mueve a velocidades
mucho menores que la velocidad de la luz, por esto se le conoce como materia oscura fria,
esto implica que su dinamica no es relativista. Esta materia no es bariénica, cuya particula
principal del modelo son los WIMP “s. Se han hecho diversas simulaciones computacionales de
N - particulas, para tratar de predecir las estructuras cosmoldgicas observadas. Las simulaciones
muestran procesos de formacién de estructura que concuerdan con las estructuras a grandes
escalas (del orden de megaparsecs), asi como en diversas explicaciones sobre las propiedades de
las galaxias y cumulos de galaxias.

2.2.5. Evidencias y problemas el modelo CDM

Las simulaciones computacionales de miles de millones de particulas de materia oscura fria
predicen estructuras consistentes con las observaciones de galaxias, como son el Bosque de
Lyman — alfa [19], la 2dF Galaxy Redshift Survey [34] y Sloan Digital Sky Survey [35] han
mostrado que el modelo ACDM es apropiado para describir la formacion de galaxias, ademas
de que permiten refinarlo.

El modelo CDM es el modelo mas aceptado para describir materia oscura, pero desde los anos
1990s se han propuesto modelos de materia oscura como un campo escalar, los cuales predicen
de forma mas adecuada las estructuras a escalas del orden de kilo parsecs. Se ha encontrado
que el modelo de materia oscura fria CDM, en sus diferentes variaciones, presenta discrepancias
en escalas del orden de kpc. Una de ellas se debe a que los perfiles de densidad predichos por
CDM tienen un aumento abrupto en la densidad central, en contraste con las curvas de rota-
cién observadas en galaxias pequenas, en otras palabras, predice erréneamente la estructura a
pequena escala, dado que predice una abundancia de galaxias enanas y da excesos de materia
en los nucleos (core - cusp problem), contrario a lo que se obtiene en las observaciones [36].
En las simulaciones de N cuerpos se obtienen més subestructura (escalas galdcticas) que la que
se ha observado, tales simulaciones predicen la existencia de un nimero muy elevado de halos
pequenos orbitando alrededor de estructuras mayores, por ejemplo, La Via Lactea, contraria-
mente al nimero de galaxias satélites observadas localmente. Aunque esto no necesariamente
indica que el modelo sea erréneo, ya que puede ser un problema observacional [37].

22



Estructuras autogravitantes de materia oscura ultraligera. Edson Ramirez

2.3. Breve resumen del modelo ACDM

Con los datos de las variaciones de la temperatura del CMB tomados por el satélite Planck, las
mediciones de polarizacién del satélite WMAP y de los experimentos terrestres ACT y SPT, se
obtienen los valores de los parametros relevantes del modelo ACDM.

Los parametros libres del modelo son el parametro de densidad de bariones €, el parametro de
densidad de la constante cosmoldgica (energia oscura) €4, el pardmetro de densidad de materia
oscura fria Qcpay, el indice espectral escalar ng, la medida del tamano del horizonte de sonido
en la tultima dispersién 1000,,¢, el camino 6ptico hasta la reionizacion 7,e,, €l parametro de
Hubble Hy y la edad del universo. Comunmente se asume un universo plano, pero cuando en
algin modelo se supone una geometria diferente, se tiene una curvatura espacial y un parametro
de densidad de curvatura €. Los valores de los parametros del modelo no se distribuyen de
forma gaussiana, estos son obtenidos con cédigos numéricos analizando las cadenas de Markov
Monte Carlo.

Los parametros obtenidos por el satélite Planck [17], dan valores de los pardmetros de densidad
de materia y energia oscura Qu; h? = 0.1430 £ 0.0011 y Qepas h? = 0.1200 £ 0.0012, para
un valor de h = 0.672 se tiene que €23, = 0.3166 £ 0.0084 y Q4 = 0.73. Estos valores son
importantes, ya que al variar alguno cambian drasticamente las propiedades del universo.

La existencia del fondo césmico de microondas, asi como la abundancia de elementos ligeros
(prediccion de la nucleosintesis) proporcionan un soporte al modelo del Big Bang.
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Capitulo 3

Materia Oscura como campos escalares

Previamente hablamos de varias evidencias de materia oscura y como es que tales observaciones
sirven para proponer y probar modelos. El modelo principal de materia oscura es el modelo
CDM, y a pesar del éxito predictivo a escalas de megaparsecs presenta algunos problemas a
escala de kiloparsecs. E1 modelo CDM no predice correctamente la formacion de estructuras
a un orden de kiloparsecs, ya que la enorme longitud de onda de Compton de las particulas
candidatas impide la formacién de estructuras en escalas galacticas y subgalacticas.

En los anos 1990 “s se buscd resolver las discrepancias de este modelo, suponiendo que la materia
oscura debia ser un campo escalar, tomando como referencia el Modelo Estandar de Particulas
Elementales, se propuso que la materia oscura debia estar compuesta por bosones. Ji y Sin
propusieron un bosén ultraligero pseudo Nambu - Goldstone como un candidato a materia
oscura; en este modelo la materia oscura se describe por una funciéon de onda macroscopica
[38, 39], estos bosones se condensan en objetos como estrellas de bosones y estrellas de solitones
oscilantes [40]. Posteriormente se realizaron muchos trabajos desarrollando el modelo, ver por
ejemplo [41, 42, 43, 44, 45].

En este capitulo se expone brevemente una introducciéon al modelo de materia oscura como
campos escalares. los modelos de materia oscura escalar también se conocen como wave dark
matter y BECDM. El modelo de materia oscura escalar se conoce como SFDM, debido a sus
siglas en inglés, Scalar Field Dark Matter (SFDM) y supone la materia oscura y la energia
oscura como campos escalares.

Siguiendo las observaciones de las curvas de rotacion, se infiere que los halos galacticos contienen
materia oscura.

El modelo SFDM propone que la materia oscura se comporta mas como una onda que como
una particula. Los campos escalares ultraligeros se condensan a bajas temperaturas y forman
condensados Bose-Einstein, describiendo asi los halos galacticos. A escalas cosmoldgicas tales
condensados se comportan como materia oscura fria, pero poseen un comportamiento diferente
a escalas galacticas. Este modelo logra reproducir los resultados del modelo CDM a grandes
escalas y parece ser un mejor modelo para la formaciéon de estructuras observadas en el Uni-
verso a escalas galdcticas. Tales modelos han evolucionado a lo largo de casi tres décadas.
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Actualmente se postula que la materia oscura es un campo escalar bosénico ultraligero frio con
autointeracciones, cuyos unicos parametros libres son su masa y su autointeraccion.

Cuando surgieron estas teorias, se preguntaron por qué la materia en los halos no cae hacia el
centro de la galaxia y forma agujeros negros [46], este hecho sirvié como guia para construir
modelos que describieran la materia oscura. Se sabe que los halos galacticos son del orden de
kiloparsecs y por lo tanto su longitud de onda debe ser de este orden. Para poder lograr que
la materia oscura tuviera implicaciones relevantes a escalas galdcticas y tomando en cuenta la
hipétesis de materia oscura fria se propuso una particula de masa del orden de 10722 eV /c?.
Con una particula de este orden, tenemos una longitud de onda de de Broglie del orden de
kiloparsecs; esto implica que los halos galacticos no se colapsen a escalas menores. Nétese que,
si se tomara el caso relativista, la longitud de onda de Compton asociada seria del orden de 1
pérsec, pero para velocidades del orden de km/s es més apropiada la longitud de onda de de
Broglie. Es importante mencionar que cuando hay una autointeraccién se permite una masa
mas grande.

De forma resumida, el modelo SFDM conserva la hipétesis central de CDM de que la materia
oscura debe ser no relativista, proponiendo describir la materia oscura acoplando minimamente
un campo escalar con gravedad. SFDM propone la existencia de una particula que no forma
parte del modelo estandar de particulas elementales y que en conjunto se comporta como un
condensado Bosé-Einstein. Este condensado describe el halo galactico y es descrito por una
funcién de onda macroscopica que es solucién al sistema de ecuaciones acopladas Schrodinger-
Newton, sistema en el limite clasico del sistema Einstein-Klein-Gordon.

Especificamente, en este trabajo se toma como marco de trabajo que la particula de materia
oscura es un axiéon que posee una masa m = 10722 eV /2.

3.1. Sistema Einstein-Klein-Gordon

Para describir la materia oscura se consideran campos escalares clasicos, tanto complejos como
reales, en el marco de la Relatividad General. Partiendo de la hipotesis de materia oscura
escalar, se tiene un campo escalar asociado, el cual se describe por la ecuacion de Klein-Gordon

O = m2¢, (3.1)

donde [ = ﬁ@u[\/ —gg"0,] es el operador d”Alambertiano covariante. Como se busca un
modelo que describa particulas escalares con interacciones gravitacionales, se acopla el sistema
(3.1) con las ecuaciones de campo de Einstein, el sistema acoplado se describe por:

2.2
O¢——"—¢=0,
h (3.2)
1
GIU’ = 7 T'w/.

La ecuacién de Klein-Gordon puede obtenerse partiendo de la densidad lagrangiana
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2

2
»CR = \/__g {%guy lt¢ay¢ - 7;77—; ¢2:| ) (33>

si el campo es real o a partir de la densidad lagrangiana

1 v * m262 2
Le=+—yg 59 aﬂ¢au¢ T on2 |¢| ) (3.4)
si el campo es complejo, en ambos casos se sustituye tal densidad lagrangiana en las ecuaciones
de Euler Lagrange. Por simplicidad conviene realizar el anélisis en unidades naturales, es decir,
unidades en las cuales, ¢ = h = 1, asi (3.2) se reescribe como:

O¢—m*¢ =0,
¢ ¢ (3.5)
G, =8rGT,,
también se utilizara la siguiente notacién: ¢, = 0,0, ot = oto, v, o= Th,

T = VT,

Para este sistema el tensor de energfa - momento para el campo escalar complejo ®(©) se escribe
como:

T —

nv

[0 + ¢(*p() — g, (¢ D731 + m?|¢ )], (3.6)

| —

y el tensor de energfa - momento para un campo escalar real &) se escribe como:

T4 = W) — g, (07610 + mPe(9 2), (3.7)

En ambos casos m representa la masa de las particulas escalares. También es posible derivar
la ecuacién de Klein-Gordon de la conservacién del tensor de energfa - momento T'"*,, = 0,
como se muestra en el apéndice B. En estos casos se tiene un potencial de la forma V = m? |¢|?,
aunque en muchos trabajos se emplea un potencial V' = m? ¢? + M ¢|*, por ejemplo ver [47],
pero aqui consideraremos un potencial sin un término de autointeraccion.

El sistema admite soluciones no topoldgicas, que tienen masas finitas y diferentes de cero,
situadas en un espacio finito todo el tiempo y son libres de singularidad; estas soluciones se
conocen como solitones. Existen diferentes tipos de configuraciones de solitones como son las
estrellas de solitones escalares [40] y las estrellas de bosones [46], las cuales ha sido estudiadas
en una gran cantidad de trabajos.

A partir del sistema EKG se puede describir la materia desde un punto de vista fenomenoldgi-
co, por ejemplo, en [48] encontraron soluciones analiticas del sistema EKG en el limite débil
gravitacional, las cuales emplearon para obtener los perfiles de densidad del modelo SEFDM
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y compararlos con los perfiles de las curvas de rotacion de galaxias, el campo escalar posee
presiones efectivas naturales no triviales que no permiten que en los centros de tales objetos
se formen los perfiles de densidad en forma de cuspide; ademas este modelo concuerda con el
modelo CDM.

El sistema EKG se ha estudiado rigurosamente, por ejemplo se han estudiado casos de simetria
esférica llamados /~boson stars [49, 50, 51].

3.2. Reduccion del sistema Einstein-Klein-Gordon a un
sistema Schrodinger-Newton

Para estudiar la materia oscura con el sistema Einstein-Klein-Gordon es posible resolver numéri-
camente el sistema de ecuaciones (3.5), en la literatura se pueden encontrar varios trabajos
donde se resuelven [49, 50, 51, 52|; pero dada la hipétesis de que la materia oscura es fria, es
decir, se mueve a velocidades sub-relativistas, entonces es mas apropiado considerar el limite
débil de este sistema, en este caso el sistema Einstein-Klein-Gordon se reduce a un sistema
Schrodinger-Newton, dicho de otro modo, la ecuacién de Klein-Gordon en el limite no relativis-
ta se reduce a la ecuacion de Schrodinger, mientras que las ecuaciones de Einstein se reducen
a la ecuacion de Poisson para un potencial newtoniano.

Para obtener limite débil, consideramos una métrica que se aproxima lo suficiente a la métrica
de Minkowski (7),,,) (ver por ejemplo [53]), entonces la métrica g, con una perturbacién:

G = Npv + huua 9’“’ = 77wj - h/w, (38)

donde hy, es una perturbacién, tal que |h,,| < 1. Dada la escala, se supone que la métrica es
estatica

—— =0 3.9
or ’ (3.9)
donde
Ohga

1 3.10
' oo < ) ( )

con estas suposiciones se tiene que
9abg”™c = 0, — hy + hy — haph™ = 9y, (3.11)

Para la dindmica del sistema se emplea la ecuacién de geodésicas, se toma el cuadrivector de
posicion y la cuadrivelocidad:
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= (ct,x), u? = (ye,yv), (3.12)

En coordenadas coméviles, la cuadrivelocidad se puede definir como:

u" = (c,0,0,0), (3.13)

Empleando las coordenadas coméviles en ese marco de referencia se tiene:

d?z® dx? da°
~ N — 3.14
dr? O dr dr ’ ( )
Entonces,
d*z® u
donde
1 8h00
Iy, =—=n" 3.16
00 277 ( 81:“) ) ( )
se obtiene
6%“ 02 8h00
= —n* 3.17
dr? 9 1 <8xa> ’ (3.17)
lo que puede ser reescrito como
*x 2
— = —Vh 3.18
orz 2 " (3.18)
Tomando el hecho de que
F=-mVo, (3.19)
asi obtenemos hgy = —264'21’, entonces gog = —c2 — 26—‘3, a esto se le conoce como la norma de
Newton (newtonian gauge). En este caso, el potencial es el potencial gravitacional ® = —GTM.
Con las ecuaciones de Einstein
1
Rab =K (Tab - §gabT) . (320)
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Del tensor de energia - momento, T, = pu®u’ + p, se anulan todas las componentes, excepto la
componente {0,0 }:

Too = pc. (3.21)
Entonces, T' = —pc?, asf por un lado se obtiene que
1 Kpc?
K (TOO _ 5gOOT) ~ g . (3.22)

Luego se calcula el tensor de Ricci perturbado y se tiene

1 02 1 29
Roo = 5 <—@ + V2) hoo = §V2 (?> : (3.23)

Finalmente, sustituyendo estos resultados en (3.20) y dado que k = SZ—E, se tiene

V20 = 47Gp. (3.24)

Del otro lado tenemos la ecuacién de Klein-Gordon para particulas libres, la cual describe
particulas relativistas, se construye a partir de la energia relativista £? = p?c? + m2c* y los
operadores E— ih% yp — —ihﬁ, pero para particulas no relativistas se emplea la ecuacién
de Schrédinger [54], la cual se puede obtener escribiendo

—im c2

p=cn "9, (3.25)

donde la energia cinética se escribe en términos de la energia relativista como K = E — mc?,

considerando que (¢) << 1 obtenemos

2.4 2%me2 .
e (—mhf b — ”;C ¢) — _R2AEV2 + m2y, (3.26)
con un poco de algebra tenemos que
2] [
) = - .2
th™y 2mV Y, (3.27)

donde (3.27) es la ecuacién de Schrodinger para una particula libre.

En varios trabajos se realizan reducciones al sistema Einstein - Klein - Gordon, estableciendo
algunas condiciones de acuerdo a los casos en particular que se desean estudiar, por ejemplo
[55] y [56] plantean una métrica asumiendo simetria esférica en términos de dos funciones
dependientes de la distancia radial y del tiempo, en ese caso la métrica se escribe como:
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ds* = —a(r,t)%dt* + a(r, t)2dr? + r*(d6? + sen®0 dp?), (3.28)

escriben la ecuacion de Klein - Gordon para esta métrica y luego pasan al limite no relativista,
descrito por la ecuacion de Poisson y la ecuacién de Schrodinger.

3.3. Sistema Schrodinger-Poisson

El sistema Schrodinger-Poisson es un sistema derivado del limite débil del sistema Einstein-
Klein-Gordon, por lo tanto permite estudiar la mecénica cuantica no relativista acoplada a la
gravedad, el sistema se representa por el sistema (3.29), en donde 9 es la funcién de onda del
sistema y V' es el potencial.

h2
i hop) = —%v% + Vi,
ViV = f,

(3.29)

Cuando la ecuacion de Poisson describe un potencial gravitatorio, el sistema Schrédinger-
Poisson se conoce como Schrodinger-Newton, en ese caso, el sistema se reescribe como

. -
zh@tw——%v V+mday, (3.30)
V20 = 4nGy)?,

El sistema Schrodinger-Newton fue propuesto por primera vez en [57], donde utilizan este
sistema para describir configuraciones de equilibrio de bosones en el caso no relativista. Pos-
teriormente se ha utilizado en una gran variedad de trabajos para describir la materia oscura
escalar.

En muchos trabajos se propone una simetria esférica, tomando como argumento que los halos
se suponen esféricos. El sistema Schrodinger-Newton tiene dos tipos de soluciones: las estrellas
de bosones newtonianas y las oscilaciones newtonianas, las estrellas de bosones son campos
complejos, mientras que las oscilaciones newtonianas son campos reales.

Las estrellas de bosones son cuerpos astrofisicos exdticos formados por bosones, en este caso la
propuesta es que tales bosones son axiones con masas ultraligeras, del orden de 10722eV /2.
3.4. Propiedades del sistema Schrodinger-Newton

En esta seccion presentamos algunas propiedades del sistema, aunque detalles mas concretos se
pueden encontrar en revisiones del modelo como [58, 59, 60].
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En [55] estudian las configuraciones de equilibrio del sistema Schrédinger-Newton imponiendo
condiciones esféricas. Ellos emplean un pardmetro arbitrario A, el cual sirve para escalar las
cantidades en las que se resuelve el sistema numérico a las cantidades de interés fisico. Ellos
obtienen que para el estado fundamental (nodo 0), el 95% de la masa se distribuye en un
radio zg5 = 7 = 3.93 y el parametro escalado de la masa es M = 2.0622. Aqui el parametro A
relaciona las cantidades con sus escalamientos

(3.31)

<
S|

Este parametro de escalamiento es usado en diversos trabajos y expresa el limite débil del siste-
ma Eistein-Klein-Gordon, se tiene que A\? < 1073. Al tomar el limite no relativista del sistema
Einstein-Klein-Gordon, en el cual las particulas tienen una longitud de onda de Compton (caso
relativista) denotada por L¢ asociada, pero al pasar al limite no relativista es mas adecuado
utilizar una longitud de onda de de Broglie; estas longitudes de onda se relacionan entre si por
medio del parametro A de la siguiente forma:

L h h
¢ = = — =Lp, (3.32)

A Amec mo

El pardametro A es un parametro que relaciona las propiedades de escala del sistema Schrodinger-
Poisson. Existen algunas cantidades definidas a partir de la teorfa cudntica y la teoria de campos
que sirven para obtener informacién del sistema

La densidad de masa esta dada por

p =Yy (3.33)

La masa numérica o masa integrada del sistema esta dada por

M=M|[| pdz. (3.34)

R3

La energia total del sistema estd dada por E;; = Ex + Eg+ W, donde Ej, es la energia cinética
y Eg la energia cudntica del sistema (aunque usualmente se refieren a la energia cinética como
la energia cinética més la energia cudntica), estas estan dadas por 3.35; mientras que W denota
la energia potencial dada por 3.36

1
Ex+Eg=—= [ 'V &, (3.35)
2 Jgs
1 3
W==1[ poduz, (3.36)
2 Jgs

La corriente de particulas esta dada por

31



Estructuras autogravitantes de materia oscura ultraligera. Edson Ramirez

3= TVe - vy

(3.37)

Para el calculo de energias en el sistema Schrodinger-Newton se considera una densidad lagran-
giana que depende de la funcién de onda ), su conjugado y sus primeras derivadas, asi como

del potencial gravitacional ® y sus primeras derivadas, explicitamente:
L= ‘C(¢7 ¢*7 CI)7 8u¢’ 8H¢*, a,u®)
Explicitamente el lagrangiano del sistema Schrodinger-Poisson se escribe como
1 2 1 2 1 o b * i
L=—|5IVO+ 5P + SIVY[" + S (o = ¢™Y) | .
2 2 2 2
La energia total del sistema estd dada por el hamiltoniano canénico
E=H;= / dz® He = / dz® [myt) 4 mpe)* + me® — L],
R3 R3

donde los respectivos momentos conjugados son

o _oc o
o’ 0d’

T = —, ™

T a¢*

E:/ d:p3[a—ﬁ.¢+ 9L v %L g,
2 o o 0P

K i

s Ty — s 7T:0
2 v ®

7T¢—

Finalmente se obtiene la energia total del sistema como

1
Eior = 3 /3 [~V +p®] d’x,
R

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

la cual es la suma de las energias potencial gravitacional y cinética dadas por (3.35) y (3.36).
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3.5. Representacion hidrodinamica del sistema Schrodinger-
Poisson

El modelo de materia oscura escalar propone que los halos galacticos se forman debido a que
las particulas de materia oscura forman un condensado Bose - Einstein. Matematicamente esta
relacién entre el campo y el condensado se expresa empleando la representacion hidrodinamica
del sistema a través de las ecuaciones de Madelung [59], las cuales se obtienen de la ecuacién
de Schrodinger definiendo:

~

. 1
b=1/Le? v=_vo, (3.45)
m

m

donde p =m p = m|y|* y v representa la velocidad del fluido; sustituyendo las relaciones de la
ecuacién (3.45) en la ecuacién de Schrodinger tenemos

2= - =
% + 5 + thQ =

2m

. 2'A‘ 2 ~\2
ih [ﬁ+ ﬂe} n [Vzﬁ _ (Vo)

5 p(VO?| +2p®, (3.46)

el primer y segundo término de la ecuacion de un fluido se pueden reescribir como:

(Vif _y, VYD)

2/ N

V2 —

entonces tenemos

N T oy o vl V)
ihp —2p0 = —— (2,@ 4
VP

. R ihp N2 A
—ih(Vp-v) — —V70 2p®, 3.47
v )Z(pV) - +mpve+2p (3.47)
separando la ecuacion en términos reales e imaginarios, obtenemos las ecuaciones:

p=—(Vp-v) =V V), (3.48)

+ v+, (3.49)
La ecuacion (3.48) se puede reescribir como
p+V-(pv)=0. (3.50)

Para la segunda se utiliza el potencial de Bohm [61, 62]:
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h2 2 /A
o=V \{5_ (3.51)
2m +/p
: mv?
—9:Q+T+<I>. (3.52)
Aplicando el operador gradiente a la ecuacién (3.52), ademds dado que
dv  Ov
TR + (v-V)v.
Obtenemos la segunda ecuacion
dv 1
— = —— D). )
7 mV(Q + P) (3.53)

Las ecuaciones (3.50) y (3.53) se conocen como ecuaciones de Madelung, a partir de las cuales
se representa el sistema en su forma hidrodinamica, la cual funciona como una buena aproxi-
macién [59].
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Capitulo 4

El cédigo PyUltraLight

Actualmente existen simulaciones muy detalladas de formacion de galaxias, en las cuales se con-
sideran las diversas componentes del universo, asi como interacciones y procesos astrofisicos.
Algunas simulaciones consideran materia oscura, baridnica y energia oscura; asi como inter-
acciones electromagnéticas y procesos astrofisicos como la formacién de estrellas, los agujeros
negros, el gas césmico [63]. Estas simulaciones son muy complejas e implican un gran costo
computacional. Una componente importante en las simulaciones cosmoldgicas es la materia os-
cura. Se han propuesto una gran variedad de modelos para describir la materia oscura aunque,
el modelo CDM es el més aceptado en la actualidad [64]. Una alternativa a CDM es el modelo
SEDM, del cual hablamos en el capitulo anterior.

En el presente trabajo buscamos estudiar estructuras de halos galacticos, descritos por solitones;
consideramos unicamente materia oscura en el limite no relativista, dado que las observacio-
nes muestran que los halos estan formados principalmente por materia oscura. Emplearemos el
sistema Schrodinger-Newton, sin restricciones de simetria esférica (como lo hacen en diferentes
trabajos, por ejemplo [55, 56]) y condiciones iniciales generales, para ello empleamos el codi-
go libre PyUltraLight [1]. PyUltraLight emplea métodos pseudoespectrales para obtener una
solucién numérica del sistema Schrodinger - Newton:

h2

ihO) = ——V*Y +m P,
2m

V20 = 4rGly.

(4.1)

Con este cddigo se pueden estudiar diversas configuraciones, en las cuales una funcién de onda
macroscopica describe varias configuraciones gravitacionales.

El proceso de formacién de estructuras se da a través de interacciones de halos galacticos, como
primera aproximacién se modela la colision de un sistema binario, como un sistema aislado,
luego se extiende a la fusiéon de varios halos. Para estudiar la dinamica gravitacional es de
interés estudiar las colisiones y mezclas de los solitones, asi como érbitas que describen, por ello
se evoluciona el sistema de Schrodinger - Poisson con diversas condiciones iniciales.
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4.1. Descripcion del cédigo

Para modelar halos galacticos se emplean solitones formados por un varios axiones, todos con
una masa m = 10722eV/c%. Y para describir la dindmica de tales objetos se emplea el sistema

Schrodinger-Newton, el cual se obtiene en el limite no relativista del sistema Einstein-Klein-
Gordon.

Para poder resolver numéricamente el sistema Schrodinger-Newton es necesario considerar dos
aspectos muy importantes: el sistema debe adimensionalizarse y se debe tener muy en cuenta la
resolucion del sistema para poder lograr la convergencia deseada. A continuacién, se describen
brevemente estos aspectos.

4.1.1. Adimensionalizacién
Para resolver numéricamente el sistema Schrodinger - Poisson, se emplean las siguientes rela-

ciones

/_i /_E /_7_— r_
=z X=7 ¥=10 ¢ =TVmGy, (4.2)

sustituyendo los términos primados en las ecuaciones del sistema se obtiene un sistema adimen-
sional y se obtiene la siguiente relacion entre la longitud y el tiempo del sistema:

T=22 (4.3)

Para obtener un sistema con unidades fisicas, tenemos los siguientes valores de los pardmetros:

1
72(3;;9()) = 75.134 Gyr, (4.4)

87 h? 2
- (5oem70; = 38.3648 kpc, (4.5)

1 8 %1 h %

T

T e — ) =2.22752 x 10° M. 4.
M=~ (31{390) <m> 752 x 10° M, (4.6)

Estas unidades implican que por ejemplo para una rejilla de simulacion de 10x10x 10 tenemos en
unidades fisicas una rejilla de 383.648 kpc x 383.648 kpc x 383.648 kpc. Por ejemplo, la velocidad
en unidades fisicas esta dada por

L
v = T Veode = 0.49962Kkm /s Veoge = 0.499 Veode, (4.7)
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donde v.oq. €s la velocidad en unidades del cédigo. Es facil notar que mientras se escojan
velocidades veoq0 < 100, se cumple que el sistema estd en el limite no relativista; aqui nunca se

emplean velocidades de maximo veyqe = 20.

4.1.2. Resolucién del cédigo y convergencia de las energias

Como mencionamos previamente, el cédigo PyUltraLight [1] resuelve el sistema Schodinger-
Newton en una geometria cartesiana, sobre una rejilla N x N x N con condiciones espaciales
periddicas en la frontera. PyUltraLight consiste en un cédigo principal y un cédigo auxiliar que
resuelve las ecuaciones por medio de un Runge - Kutta de cuarto orden. En un notebook de
Python se emplean los cddigos, en el se establecen las condiciones iniciales de la simulacion y fija
algunos parametros de la simulacién como es la resolucion, es decir, la cantidad de segmentos
en los cuales se divide la rejilla del sistema, el cual es un parametro de mucha relevancia. En
muchas simulaciones utilizamos una resolucién de 128, esto quiere decir, que cada eje de la rejilla
tridimensional se dividié en 128 segmentos. Aumentar la resolucion aumenta la convergencia
de las soluciones del cédigo.

Los solitones en el sistema se sitiian en una rejilla tridimensional, la cual se divide en R intervalos
por lado, donde R es la resolucién numérica impuesta en el codigo. La resoluciéon real del cédigo
esta dada por

/

R = 7 (4.8)
donde R es la resolucién que se impone en el codigo y NV es la longitud de la rejilla en unidades
del codigo. Aumentar el tamano de la rejilla implica que si se aumenta la longitud de la rejilla
es necesario aumentar la resolucién numeérica del sistema para conservar la resolucion real; por
ejemplo, tomando las unidades del coédigo se tiene que para una division de la rejilla de 128 y
una caja de 10 unidades del cédigo:

10

R =—
128

= 0.078125. (4.9)
Si se quiere conservar R’ = 0.078125 para una caja de 20 unidades, entonces se debe duplicar la
resolucion R. En muchos de los sistemas estudiados utilizando una resolucién de 128 y una caja
de 10 x 10 x 10 es suficiente, en algunos casos no sirve de nada aumentar la resolucién a 256,
ya que se obtiene el mismo resultado, es decir, que los valores convergen rapidamente con una
resolucion de 128. Emplearemos M, para denotar la masa de un solitéon y M. para referirnos a la
masa central. Por ejemplo, consideremos la fusién de dos solitones en caida libre ubicados en las
posiciones (0,2,0) y (0,—2,0), ambos con masas My = 20; al aumentar la resolucién a 256 no se
obtiene ninguna mejoria con respecto a una resolucién de 128. En el lado izquierdo de la figura
4.1 se muestra la evolucién temporal de las energias durante un intervalo de tiempo T' = 2.5,
donde la energia total parece conservarse; aunque del lado derecho se muestra tnicamente la
energia total, ahi se muestra la variacion de la energia total. La energia total se conserva a un
orden de 2 x 1073, a grandes rasgos la energfa se conserva bien en el sistema; las graficas de
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Figura 4.1: Sistema de prueba: dos solitones, de masas M, = 20, ubicados en las posiciones
(0,2,0) y (0,—2,0) que estan en caida libre. A la izquierda se muestra la gréfica de la evolucién
de las energias en el tiempo y a la derecha la gréafica de la evolucién de la energia total en el
tiempo, para una resolucion de 128.

la figura 4.2 muestran la evolucion de las energias para una resolucién R = 256, a la izquierda
tenemos la grafica de evolucion de las energias, no se observaron diferencias en las graficas a la
izquierda en las figuras 4.1 y 4.2; mientras que a la derecha tinicamente esta graficada la energia
total, ahf se observa una variacién menos que en el caso de R = 128, aqui es del orden de 1074
En muchos casos es importante aumentar el tamano del espacio de solucién y la resolucion R
para obtener mejores resultados.

4.1.3. Dinamica de solitones y aspectos importantes en las simula-
ciones

PyUltralight [1] permite diversas configuraciones de halos de solitones descritos por su posicién
x = (z,y, z), su velocidad v = (v, vy, v,), su masa y su fase, iniciales. Al definir las condiciones
iniciales el codigo emplea la funcién de onda

Y(x, 1) = N2 f(A|x — vi]) fNMervxg P, (4.10)

donde X es el parametro arbitrario de escala que aparece en la ecuacién (3.31), al igual que M.
Ademas de fijar las condiciones iniciales es necesario especificar la duracién de la simulacién, la
resolucion, el tiempo de inicio, la longitud de la rejilla y en caso de ser necesario incluir una masa
central que genera un potencial central. Si se especifica un tipo de unidades fisicas (que sean
aceptadas en el cddigo) el cédigo hace la conversion a unidades del c6digo, resuelve el sistema
y luego regresa a unidades fisicas. Aunque en nuestro caso, realizamos las simulaciones en
unidades del cédigo y al final los valores obtenidos los escribimos en términos de los pardametros
de adimensionalizacién de longitud, tiempo y masa; respectivamente (4.5), (4.4) y (4.6).
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Figura 4.2: Sistema de prueba: dos solitones, de masas M, = 20, ubicados en las posiciones
(0,2,0) y (0,—2,0) que estan en caida libre. A la izquierda se muestra la gréfica de la evolucién
de las energias en el tiempo y a la derecha la gréafica de la evolucién de la energia total en el
tiempo, para una resolucion de 256.

4.2. Configuraciones de halos soliténicos

En esta seccién se presentan algunos casos estudiados, para revisar algunas propiedades de estos
sistemas, asi como algunos casos controlados, cuyos resultados clasicos son bien conocidos. Cada
uno de estos sistemas se caracterizan por las condiciones iniciales fijadas. Se realizaron simula-
ciones para estudiar el comportamiento de los solitones, asi como verificar diversos fenémenos
como: la disrupciéon de mareas, las fuerzas repulsivas efectivas, los patrones de interferencia, la
fusién de varios solitones y las diferentes orbitas que se observan al poner a interactuar a los
solitones.

4.2.1. Interacciones entre un solitén y una masa central

Es de interés estudiar la interaccion del soliton con un potencial central y observar diversos
fenomenos como son: orbitas del solitén sobre el potencial central, choques entre el soliton y
el potencial central, asi como, la disrupciéon de mareas en los halos soliténicos y su capacidad
para regenerarse. En el codigo PyUltrallight se incluye un potencial externo en forma de masa
central, el cual puede representar a un agujero negro supermasivo, la masa central se empled para
estudiar los efectos disruptivos de los halos solitonicos al estar orbitando un agujero negro
supermasivo, asi como su capacidad para regenerarse; esto dado que las galaxias satélites pueden
presentar gran longevidad, y este hecho puede ser utilizado para establecer cotas sobre la masa
del boson ultraligero por medio de las evoluciéon numérica del sistema con las condiciones
iniciales de tales casos. De forma mas concreta, los efectos de disrupcién de mareas se presentan,
cuando una estrella se acerca lo suficientemente cerca al horizonte de sucesos de un agujero
negro supermasivo las fuerzas de marea del agujero negro destruyen la estrella, en algunos
casos experimentando un estiramiento del objeto en formas delgadas (espaguetizacion).

En 1971, John Wheeler propuso que una estrella en la vecindad de un agujero negro rotante seria
destrozada por las mareas y liberar una pequena cantidad de gas a velocidades relativistas, y que
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es una consecuencia inevitable de los agujeros negros en los nucleos galacticos. Posteriormente
Wheeler aplicé tal fenémeno al problema cldsico en un agujero negro de Schwarzschild o Kerr
[65]. Después, Luminet y Carter realizaron varios trabajos en los cuales estudiaron los fenémenos
de disrupcién de mareas de forma general [66]. Los eventos de disrupcién de mareas y candidatos
posibles se encuentran en The Open TDE Catalog https://tde.space/bibliography/.

Para comenzar a simular el fenémeno de la disrupcion de mareas se tiene un sistema que consiste
en un solitéon y una masa central, la cual genera un potencial central sobre el soliton, el potencial
central es externo al sistema por lo que el solitén no ejerce un potencial sobre la masa central y
por lo tanto esta se mantiene estatica. Comenzaremos con buscando 6rbitas circulares, por ello
tomando como referencia la teoria newtoniana, para que un solitén describa una o6rbita circular
alrededor de la masa central se requiere que la velocidad (siempre perpendicular al vector que
une al solitén con la masa central), en unidades del cédigo sea:

M,
r

(4.11)

donde M, es la masa central y r es la distancia que separa al solitén de la masa central.

La primera simulacién se realizé con una resolucién R = 128 y se consideraron las siguientes
condiciones iniciales en unidades del cédigo: un solitén con masa M, = 10 situado a en la
posicién x = (0, 2,0) y una masa central (ubicada la posicién (0,0,0)) M. = 10, el solitén tenia
una velocidad v = (y/M,./r,0,0), en este caso se observé que el solitén realizaba una 6rbita
circular alrededor de la masa central, en la Figura 4.3 se muestran los contornos de densidad
del solitén en diferentes tiempos, estos muestran que el solitén mantiene una distancia radial
r = 2 del potencial central.

Con esto se verifica que el solitén orbita alrededor de la masa central describiendo una trayec-
toria central, en estos casos el solitén poseia una velocidad inicial v = (2.236,0,0) (en unidades
del cédigo), donde la magnitud de la velocidad del solitén en todo momento esta dada por la
ecuacion (4.11), esto prueba que el c6digo simula correctamente un caso bien estudiado.

De la grafica de energias del sistema 4.4 se extrae que dado que la energia total E;,q < 0, lo
que implica que el sistema es ligado. La grafica también muestra que la energia se conserva en
todo el tiempo, al menos a un orden de 10~%. De esta misma gréifica se observa que el resto de
las energias varian muy poco y podemos decir que este sistema estd en equilibrio gravitacional.

Luego se estudié el mismo sistema incrementando la masa central M, a 50, 100, 250, 1000 y
2000 en unidades del cédigo y fijando el resto de pardmetros. Al aumentar a M, = 50, si se
observa una disrupcion, aqui las energias oscilan aumentando y disminuyendo. La figura 4.5 nos
muestra los contornos de densidad del soliton en diferentes tiempos, se observa como las fuerzas
de marea del potencial central destruyen al solitén. En estos casos se observa la disrupcién del
soliton al orbitar la masa central, se observé que la interaccién es muy fuerte, y en ningin caso
se observo que el solitén se regenerara.

También observo que para una masa central M, = 100, las energias fluctiian bastante. A partir
de un tiempo t = 0.6 en unidades del codigo la energia potencial gravitacional de autointeraccion
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Figura 4.3: Contornos de densidad del soliton de masa M, = 10, ubicado en una posicion x =
(0,2,0), orbitando un potencial central de masa M, = 10, a una velocidad v = (/M. /r,0,0),
estos se deben observar en sentido del reloj.
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Figura 4.4: Evolucion temporal de las energias del sistema solitén - masa central, donde M, =
10, ubicado en una posicién x = (0,2,0), orbitando un potencial central de masa M. = 10, a
una velocidad v = (1/M./r,0,0).
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Figura 4.5: Contornos de densidad del soliton de masa M, = 10, ubicado en una posicion x =
(0,2,0), orbitando un potencial central de masa M, = 50, a una velocidad v = (/M. /r,0,0),
los contornos de densidad muestran que el soliton mantiene una distancia radial » = 2 del

potencial central, estos evolucionan en sentido de las manecillas del reloj y muestran el fenémeno
de disrupcion.
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Figura 4.6: Evoluciéon temporal de las energias del sistema solitén - masa central, donde M, =
10, ubicado en una posicién x = (0,2,0), orbitando un potencial central de masa M. = 50, a

una velocidad v = (y/M./r,0,0).

del soliton adquiere un valor constante, ver la figura 4.7. Nuevamente se observé la disrupcion.

Al aumentar la masa central a 250, la energia potencial gravitacional adquiere un valor cons-
tante mas rapidamente, las fluctuaciones son menores que en la simulacion anterior, la energia
gravitacional de autointeraccion del solitén aumenta y posteriormente adquiere un valor cons-
tante a partir de t = 0.3, también se observa la disrupcion, la cual es méas marcada que en los
casos anteriores. En la figura 4.8 mostramos la destruccion del solitéon en tiempos diferentes.
Encontramos que la destruccién del solitén se lleva a cabo mas rapido al aumentar la masa
central. También encontramos que al ir aumentando la masa central la energia potencial gra-
vitacional de autointeraccion del soliton se vuelve despreciable comparada con el resto de las
energias. Por ejemplo, para una masa central M, = 250 la energia gravitacional de autointerac-
cion se vuelve constante més rapido que en los casos con M, < 250, esto se muestra en la figura
4.9. Numéricamente se obtuvieron sistemas que tienen una energia total Fy,; < 0, es decir, son
ligados; y al aumentar la masa central M, aumenta |E|, como esperabamos.

También se revisaron sistemas en los cuales un soliton chocaba con una masa central, para
estudiar los casos en los cuales el solitén se destruye y la no se regenera, asi como buscar
cuando el solitén logra escapar y regenerarse. Se espera que cuando Ejy,; > 0 el solitén lograria
escapar. Comenzamos con una simulaciéon, durante un intervalo 7' = 0.2 y una resolucion
R = 256 sobre una rejilla 20 x 20 x 20, de un solitéon con masa M, = 10 que colisiona con una
masa central M, = 10, el solitén estd ubicado inicialmente en la posicién x = (—2,0,0) y tiene
una velocidad inicial v = (30,0, 0), en este caso el solitén choca con la masa central y continia
su trayectoria sufriendo ligeras deformaciones, aqui la energia total Ej,; = 8078; mientras que
para una velocidad inicial v = (10,0, 0), a pesar de que Ey,; > 0, parte del solitén logra escapar
y otra termina quedandose en el punto de la masa central, como lo muestran los contornos de
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Figura 4.7: Evoluciéon temporal de las energias del sistema solitén - masa central, donde M, =
10, ubicado en una posicién x = (0,2, 0), orbitando un potencial central de masa M, = 100, a

una velocidad v = (y/M./r,0,0).
densidad de la figura 4.10.

4.2.2. Colision frontal binaria

En esta parte, es en la inica en la cual empleamos unidades fisicas, ya que buscamos estudiar las
colisiones y fusiones entre dos halos, se realizaron varias simulaciones con diferentes condiciones
iniciales, para estudiar la evolucion del sistema, en todas se consideré una masa de un axién
de 107*2eV/c%. En este caso se inicié con el estudio de dos solitones en caida libre (v; =
vy = (0,0,0)), ambos con masa M, = 4.455 x 107 M, en caida libre, con la misma fase § =0 y
separados por una distancia de 153.4592 kpc. Después tinicamente se varié la fase de los solitones,
con desfases 7, , 37” y 2. Cada halo tiene un radio r = 12.64kpc (la mayoria de galaxias espiral
tienen un radio de entre 10 y 20 kpc, la Via Lactea tiene un radio de aproximadamente 16.2 kpc,
esto se sabe a través de la relacion 3.31, en este caso M = 2.454 y T = Tgg = 3.883.

La figura 4.11 muestra los contornos de densidad de los solitones en 4 tiempos diferentes, en
la primera fila se muestran el caso de una diferencia de fase 6 = 0 y se observa como los
dos solitones se fusionan en el centro de masa, después del choque estos forman un objeto, el
cual pulsa continuamente; en la segunda fila se muestran los contornos para § = 7/2, en este
caso la interaccion es similar al caso anterior, aunque el desfase hace que formen un objeto
fuera del centro de masa inicial; la tercera fila muestra los contornos para un valor § = , se
observan fuerzas repulsivas efectivas, este fendmeno ha sido observado en diversas simulaciones
numéricas, aunque al final si se fusionan los solitones; en la tercera fila estan los contornos de
densidad para una diferencia de fase 6 = 37 /2, en este caso los solitones se fusionan fuera del
centro de masa, en los casos para un desfase 7/2 y 37 /2 los solitones se fusionan fuera del centro
de masa, pero en direcciones opuestas (ver el cuarto panel para las filas 2 y 4; finalmente en la
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Figura 4.8: Contornos de densidad de un solitén con masa M, = 10 orbitando una masa central
M, = 250, a una velocidad v = 1/%. Los diferentes paneles muestran el sistema en diferentes

tiempos, leyéndose de izquierda a derecha y de arriba hacia abajo. El solitén experimenta las
fuerzas de marea de la masa central y se destruye rapidamente.

— Total —— Egp (potencial central)
Egp (autointeraccién) —— Ex+Eq
,a /‘\.—-———/\/\
o
° 500 A
0
o
3
[ 0 -
9]
el
©
k=l
S —500 4
c
L
& —~1000
2
Q
C
w \/’/—\/\/
—1500

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
Tiempo (en unidades del c6digo)

Figura 4.9: Evolucion temporal de las energias del sistema solitén - masa central, donde M, = 10

orbitando una masa central M, = 250 a una magnitud de la velocidad v = y/M,/r, la cual
siempre es tangente a la trayectoria.
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Figura 4.10: Contornos de densidad de un soliton con masa M, = 10, al chocar con la masa

central M. = 10 en diferentes tiempos, se observa que parte del soliton no logra escapar de la
masa central.
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quinta fila se muestra el caso de un desfase § = 27, los contornos de densidad muestran que la
dinamica y fusion que siguen los solitones es similar al caso con § = 0.

En este sistema era de interés verificar si se satisface el teorema virial, el cual establece que
para fuerzas que derivan de un potencial de ley cuadrado inverso y no hay fuerzas de friccion,
se cumple que:

1
<T>:—§<V>.

La demostracién del teorema puede consultarse en libros de texto, como en [67]. Se intenté ana-
lizar la virializacion del sistema, pero el c6digo no mostraba valores que indiquen virializacion
del sistema, esto se muestra claramente en la grafica de la figura 4.12, donde la cantidad 2K +W
estd bastante alejado de cero, previamente encontramos que el cédigo no permite estudiar la
virializacién de los sistemas.

Posterior a esto realizamos simulaciones de fusiones de dos solitones con relaciones de sus masas
=15 p=2y pu=3,en caida libre, con = 7 y no se observaron fuerzas repulsivas.

Hasta el momento se ha revisado inicamente el caso de caida libre, posteriormente se realiza-
ron simulaciones en las cuales los solitones tenian una velocidad inicial y colisionaban, ahora
buscamos numéricamente la velocidad a la que los dos solitones chocan y se traspasan sin co-
lapsar. Consideramos un sistema con dos solitones separados a una distancia de 153.2 kpc, y
se mueven en direcciones opuestas a una velocidad relativa de 3.99 km/s, ambos colisionan y
se luego ambos comienzan a moverse rapidamente en direcciones opuestas. La simulacién se
realizd en una caja de 767.29kpc x 767.29 kpc x 767.29 kpc, con una resolucion de 256, para
mantener la misma resolucion real de R’ = 0.078125 y evitar el problema con las fronteras, el
cual trataremos con detalle mas adelante. La figura 4.15 muestra los contornos de densidad de
este sistema en diferentes tiempos, este sistema tiene una energia total £ > 0, esto se muestra
en la figura 4.13; en cambio, escogiendo una velocidad relativa mas baja 2.99772 km/s la energia
total es negativa (Ey; < 0), ver la gréfica de la figura 4.14, los contornos de densidad de este
sistema, que aparecen en la figura 4.16, muestran que el sistema termina colapsandose después
de un tiempo.

En la teoria newtoniana la velocidad de escape esta dada por

2G M,

. (4.12)

Vese =
Eso implica que la velocidad de escape estd entre 2.99km/s y 3.99km/s, aunque segin la
ecuacién (4.12) debi6 tener una magnitud de 1.58 km/s, lo cual difiere en buena medida con lo
que observamos. Después realizamos el mismo anélisis del caso anterior, sélo que con § = .
Ahi se observa claramente que los solitones antes de chocar y fusionarse se repelen levemente,
realizan una interaccién intermedia y ambos contintian su movimiento. Este efecto se observé en
caida libre, sélo que en caida libre los solitones siguen tratando de colapsarse y aqui después de
colapsar se mueven rapidamente conservan su movimiento en la misma direccién de su velocidad
inicial.
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Figura 4.11: Contornos de densidad del sistema de colisién frontal entre dos solitones, am-
bos con masa M, = 4.455 x 10" M, con posiciones iniciales x; = (0,76.7296kpc,0) y
x1 = (0,—76.7296 kpc, 0), en caida libre, en diferentes tiempos; se muestran 5 filas, cada fi-
la con un desfase J, cada fila tiene 4 paneles y cada panel muestra los contornos de densidad
de los solitones en tiempos T, Ty, T3 y Ty, donde T} es un tiempo antes de la colision y el resto
son después de la colisién, se leen de izquierda a derecha.
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Figura 4.12: Evolucién temporal de las energias de la colision de dos halos, ambos con masa
M, = 2.2275 x 10" M, en cada fila se muestran cuatro paneles, los cuales se leen de izquierda a
derecha, mostrando los contornos de densidad para diferentes tiempos; en cada fila se considera

una fase ¢ distinta.
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Figura 4.13: Evolucion de las energias del sistema de dos solitones con masa M, = 2.2275 X
10" My, que se mueven en direcciones opuestas con una velocidad inicial relativa v = 3.9969

km/s.
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Figura 4.14: Evolucion de las energias del sistema de dos solitones con masa M, = 2.2275 X

10" My, que se mueven en direcciones opuestas con una velocidad inicial relativa v =
2.99772 km/s.
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Figura 4.15: Contornos de densidad del sistema de dos solitones con masa M, = 2.2275x 107 M,
que se mueven en direcciones opuestas con una velocidad inicial relativa v = 3.99696 km/s, en
diferentes tiempos. Cada panel muestra los contornos de densidad en un tiempo diferente la
figura se lee de izquierda a derecha y de arriba abajo.

4.2.3. Dos solitones sobre una misma orbita

En orden de estudiar la dinamica de los solitones buscamos ademas de colisiones y fusiones, es-
tudiar casos en los que los solitones describen diferentes 6rbitas (circulares, elipticas e hiperboli-
cas). A continuacién, se presentan algunos resultados destacables. Los cuales son obtenidos en
simulaciones con una resolucion de R = 128 en una rejilla de 10 x 10 x 10, en unidades del c6di-
go, como sélo nos interesaba observar las diferentes 6rbitas y probar los resultados newtonianos,
empleamos unidades del codigo.

En el caso de una orbita circular se esperaba que los solitones se movieran a una velocidad dada
por la ecuacién (4.11), pero no se logré simular 6rbitas circulares con esa velocidad.

Comenzamos con dos solitones los dos con masa M, = 25, ubicados en las posiciones x; =
(0,2,0) y x5 = (0,—2,0), con velocidades iniciales v; = (1.51,0,0) y vo = (—1.51,0,0), estos
completaron una orbita circular alrededor del centro de masas durante un periodo aproximado
T = 4.5, aunque segun la teoria newtoniana su periodo de 6rbita deberia ser de T' = 3.554, y
sus velocidades v = 1.7677. En la figura 4.17, en este caso, como el radio al centro de masa se
mantiene fijo en todo momento, la energia cinética se conserva y todas las energias se mantienen
cercanas a permanecer constantes, como se muestra en la figura 4.18.

Al disminuir las velocidades iniciales, por ejemplo a v = 1, conservando el resto de condiciones

iniciales, entonces los solitones comienzan a describir una trayectorias elipticas, ver la figura
4.19.

Por otro lado también se observaron érbitas hiperbdlicas, las cuales se logran con una energia
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Figura 4.16: Contornos de densidad del sistema de dos solitones con masa M, = 2.23 x 107 M,
que se mueven en direcciones opuestas con una velocidad inicial relativa v = 2.99km/s, en
diferentes tiempos. Cada panel muestra los contornos de densidad en un tiempo diferente, la
figura se lee de izquierda a derecha y de arriba abajo.
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Figura 4.17: Contornos de densidad de dos solitones con masas iguales M, = 25 moviéndose
con velocidades v = (0,1.51,0) y vy = (0, —1.51,0), los solitones describen una 6rbita circular
alrededor de su centro de masa. En color negro se muestran las posiciones iniciales de los
solitones.
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Figura 4.18: Evolucion de las energias de un sistema de dos solitones con masas iguales M, = 25
moviéndose con velocidades v; = (0,1.51,0) y vo = (0,—1.51,0).
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Figura 4.19: Contornos de densidad, en diferentes momentos, de dos solitones con masas M, =
25, moviéndose con velocidades v; = (0,1,0) y vo = (0,—1,0).
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Figura 4.20: Evolucién temporal de las energias del sistema de dos solitones, ambos con masa
M, = 20, con posiciones x; = (1,0,0) y xo = (—1,0,0) y velocidades v = (0,3,0) y vo =
(0, —3,0) en diferentes tiempos. La simulacién se hizo con una resolucién de 128, en una rejilla
de 10 x 10 x 10.

cinética lo suficientemente alta como para superar la energia potencial, para verificar estas tra-
yectorias, consideramos dos solitones, nuevamente de masas iguales M, = 20, ambos separados
a una distancia de 2 unidades, con velocidades perpendiculares a la linea de separacién, de
v = 3, en una rejilla de 10 x 10 x 10 unidades de longitud por lado, con una resolucién de
128, durante un periodo 7' = 1.5. En la teoria newtoniana, se obtienen trayectorias hiperbodlicas
cuando FEy,; > 0, pero la grafica obtenida, ver figura 4.20, mostraba F;,; < 0. Esta misma
simulacion realizé la misma simulacién por un periodo mayor, pero aparecia el problema de las
fronteras. Entonces, se eligié aumentar el tamano de la rejilla a 20 x 20 x 20 unidades del codigo,
y una resolucién de 256 y aumentando el periodo de T' = 5, en este caso se obtiene nuevamente
una trayectoria hiperbdlica, y la evolucién de energias muestra que E < 0, ver figura 4.21.

4.2.4. Dos solitones orbitando una masa central

Posteriormente buscamos estudiar un sistema de tres cuerpos que consistia en dos solitones y
una masa central. En esta seccién manejamos a la totalidad unidades del cédigo. Se consideraron
las siguientes condiciones iniciales en unidades del cédigo: dos solitones con masa M, = 10
situados a una distancia r = 2 de una masa central M, = 25, con posiciones x; = (0,2,0) y xo =
(0,—2,0), donde cada solitén tenfa una velocidad inicial perpendicular v = /(M. + 0.25M;)/r,
la cual mantuvo durante toda la simulacién; en este caso se observé que los dos solitones seguian
una misma Orbita circular alrededor de la masa central, en posiciones opuestas; en la figura 4.22
se muestran los contornos de densidad de ambos solitones en diferentes tiempos, en color negro
se muestran la posiciones iniciales de los solitones. En este caso el periodo de revolucién esperado
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Figura 4.21: A la izquierda se muestran los contornos de densidad de dos solitones con masa
M, = 20, con posiciones x; = (1,0,0) y xo = (—1,0,0) y velocidades v = (0,3,0) y vo =
(0,—3,0) en diferentes tiempos; se muestra como cada uno va describiendo una trayectoria
hiperbodlica. Mientras que a la derecha se muestra la evolucion temporal de las energias. La
simulacién se hizo con una resolucion de 128, en una rejilla de 20 x 20 x 20.

es de Ty, = 1.694449 (segun la teoria newtoniana), mientras que el periodo de la simulacién
es T, = 1.75. Por otro lado tenemos la evolucion temporal de las energias del sistema, las
cuales se muestran en la figura 4.23, es notable que las energias cinética y potencial varian muy
poco. En este caso se probd que se satisface una solucién analitica del problema de tres cuerpos
clasico como se esperaba, ver el Apéndice A.

Al igual que en el caso de un solitén orbitando una masa central, se observa el que al aumentar
la masa central se comienza a observar la destruccién de los solitones debida a la disrupcion
de mareas. También encontramos que es posible poner dos solitones orbitando la misma orbita
circular, cada solitén se mueve con una velocidad v = \/GM/r.

4.2.5. Fusiones de multiples halos

En las secciones anteriores se han estudiado diversos sistemas con alta simetria, la mayoria
de ellos son sistemas en equilibrio dindmico. Para estudiar estructuras de no equilibrio consi-
deraremos configuraciones iniciales de solitones con posiciones y velocidades aleatorias, en un
espacio tridimensional; en la literatura se presentan diversas investigaciones con multiples halos
soliténicos, por ejemplo en [68].

Primero se estudié el caso de cuatro solitones, todos con masa My = 10 en caida libre y con
posiciones aleatorias, descartando posiciones que puedan generar una superposicion de solitones;
se realizaron cinco corridas y en cada una se variaron las posiciones aleatorias. Se observo que
en cada una de las corridas los solitones se fusionaban por pares. En la figura 4.24 se muestran
los contornos de densidad de los solitones en diferentes tiempos, en una de las corridas.

Luego se considerd nuevamente un sistema con cuatro solitones, pero se incluyeron fases alea-
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Figura 4.22: Contornos de densidad de dos solitones, ambos con masas M, = 10 orbi-
tando una masa central de masa M, = 25, ubicados en las posiciones x; = (—2.0,0) y
x2 = (2,0,0), con velocidades iniciales dadas por vi = (0,/(M.+ 0.25M;)/r,0) y vy =
(0, —\/(M. + 0.25M,)/r,0). Los dos solitones orbitan la masa central describiendo una tra-
yectoria circular en el plano.
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Figura 4.23: Evoluciéon temporal de las energias del sistema de dos solitones, ambos con masas
M, = 10 y una masa central M, = 25, separados a una distancia radial » = 2. Los dos solitones
orbitan la masa central.

torias; de igual forma se realizaron cuatro corridas y en cada una se variaron las condiciones
iniciales aleatorias, igual que en el caso anterior, se descartaron los casos en los cuales los halos
se superpusieran. En la figura 4.25 se muestran los contornos de densidad de los solitones en
diferentes tiempos, en una de las corridas.

Finalmente se estudiaron sistemas de 7 y 9 halos de solitones. Buscando configuraciones mas
complejas, consideramos dos sistemas en los cuales se consideraron 7 halos con diferentes masas,
con la unica condicion de que todas sean masas M, ~ 10, esto para evitar los problemas con el
c6digo; y del mismo modo que en los casos anteriores se realizaron cinco corridas y en cada una
se escogieron posiciones y velocidades iniciales aleatorias, con las condiciones de que estuvieran
lo suficientemente alejados de las fronteras, también debian moverse a velocidades bajas, para
evitar problemas con la frontera. Estas simulaciones fueron realizadas en una rejilla de 20 x 20
x 20 en unidades del c6digo; a una resolucién de 256. En la figura 4.26 se muestra la animacion
de los contornos de densidad de 7 solitones moviéndose en el plano z = 0, en este caso las
posiciones y velocidades en la direcciéon z fueron fijadas a 0, para mostrar la animacion en el
plano.

En las configuraciones de 9 solitones los colocamos de forma similar que en el caso anterior, con
masas diferentes, todas del orden M, ~ 10; también se realizaron las corridas con las mismas
caracteristicas del caso anterior. Un ejemplo de simulacién se muestra en la figura 4.27, donde
se muestran los contornos de densidad de nueve solitones con las caracteristicas mencionadas.

En las simulaciones de muiltiples halos solitonicos principalmente en caida libre con posiciones
aleatorias, se observa que en la mayoria de casos los halos se fusionan en pares, aunque en
algunos casos en tercias; esto es un buen indicativo de que la interaccién entre dos solitones
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Figura 4.24: Contornos de densidad de cuatro solitones, todos con masa M; = 10 que estdn
ubicados inicialmente en posiciones aleatorias y estan en caida libre. Se muestran los contornos
en 6 tiempos diferentes.
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Figura 4.25: Contornos de densidad de cuatro solitones, todos con masa M, = 10 que estan
ubicados inicialmente en posiciones aleatorias, en caida libre, con fases iniciales aleatorias. Se
muestran los contornos en 5 tiempos diferentes.
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Figura 4.26: Fusién de siete solitones, todos con masas cercanas a My = 10 y velocidades y
posiciones aleatorias, en tiempos diferentes. Los contornos de densidad muestran la evoluciéon
temporal de la densidad de cada solitén.
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Figura 4.27: Fusion de nueve solitones de masas del orden M, ~ 10, todos tienen posiciones
iniciales aleatorias y estan en caida libre. Los contornos de densidad muestran la evoluciéon
temporal de la densidad de cada solitén.
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despresiando interacciones externas en un breve periodo de tiempo es una buena aproximacion
a la evolucion de estructuras conformadas por diversos halos solitonicos. En los casos donde
se impusieron velocidades aleatorias se observd que los solitones comienzan describiendo tra-
yectorias complejas, debidas tanto a la velocidad con la que se mueven, como a la atraccién
gravitacional entre ellos; para después irse fusionando.

4.3. Limitantes de resolucion

Al estudiar diversas configuraciones de solitones con el cédigo PyUltraliight se encontraron
algunas limitantes y problemas con el c6digo, como son: el problema de solitones cercanos a
las fronteras y el problema de resolucion con masas de los solitones muy grandes. En toda esta
seccién se emplean tinicamente unidades del codigo.

4.3.1. Problema en las fronteras

El primer problema se presenta cuando los solitones se encuentran cercanos a la frontera, por
ejemplo, mostramos un caso con dos solitones en caida libre, con masas iguales colocados en las
posiciones (0,3,0) y (0,—3,0), en la malla tridimensional con 10 unidades por lado, con una
resolucion de 128, los contornos de densidad y la animacién muestran a los solitones intectiiando
con una aparente fuerza repulsiva; aunque en realidad los solitones comienzan a atraerse por
las fronteras ya que, el codigo resuelve el sistema con condiciones periddicas en la frontera.
Al generar la simulacién con un tiempo mayor, la animacién muestra como los solitones al
cruzar la frontera parcialmente y se observan pulsasiones en sus contornos de densidad 4.28,
por otro lado se observa que la energia total (la cual se conserva) es negativa, lo que implica
que efectivamente los solitones ejercen una fuerza uno sobre el otro por ambas fronteras; si la
energia total fuera positiva, entonces tendriamos fuerzas repulsivas.

Para entender con mas detalle el error en la misma simulacién se colocaron los solitones en
caida libre en posiciones (0,2.5,0) y (0,—2.5,0), la figura 4.29 muestra en el lado izquierdo
los contornos de densidad en diferentes tiempos de los solitones, como se observa los solitones
nunca se mueven, los contornos de densidad en el plano permanecen siempre iguales; en el lado
derecho de tenemos el diagrama de energias, el cual también nos confirma el problema, dado
que las energias se mantienen constantes y el sistema sigue siendo ligado (Ey < 0).

Otro caso observado de este tipo se presenté cuando en la malla de 10 x 10 x 10 se colocaba una
masa central y un soliton a una distancia de 3, moviéndose en direccion a la frontera con una
velocidad de 10. El solitén cruza la frontera aparece en el otro lado de la malla continuando su
movimiento, los contornos de densidad se observan en 4.30, un efecto igual se observa al colocar
un unico solitéon en el centro y darle una velocidad, se observa que el solitén cruza la frontera
y aparece del otro lado.

62



Estructuras autogravitantes de materia oscura ultraligera. Edson Ramirez

—— Total —— Egp (potencial central)
—— Egp (autointeracciéon) —— Ex+Eg

200 A __/\_____A___-—

100 A

e ———

—100 A

Distancia (en unidades del odigo)

—200 A

=300~ \’——\/\

—400 T T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25

Tiempo (en unidades del cédigo)

Energia (en unidades del cédigo)

0
Distancia (en unidades del c6digo)

Figura 4.28: Dos solitones, con masas M = 20 y con posiciones (0,3,0) y (0, —3,0), en caida
libre. Al lado izquierdo se muestran los contornos de densidad en el plano z = 0, en color negro
se muestran las posiciones iniciales de los dos solitones, al final de la simulacién los solitones
permanecen pulsando en las fronteras. En el lado derecho se muestra la grafica de evolucion
temporal de las energias del sistema durante el periodo de la simulacién 7' = 5 en unidades del
codigo, la energia total es negativa.
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Figura 4.29: Dos solitones, con masas My = 20 y con posiciones (0,2.5,0) y (0,—2.5,0), en caida
libre. Al lado izquierdo se muestran los contornos de densidad en el plano z = 0, en este caso
los solitones no se mueven en lo absoluto. En el lado derecho se muestra la grafica de evolucion
temporal de las energias del sistema durante el periodo de la simulacién T = 5 en unidades del
codigo, la energia total es negativa.
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unidades del codigo)

Figura 4.30: Contornos de densidad en diferentes tiempos del sistema soliton - masa central,
donde el soliton tiene una masa M; = 10 y estd ubicado en (0, 3,0), y la masa central (ubicada
en (0,0,0)) con masa M. = 50, la simulacién se realizé durante un intervalo de tiempo T' = 0.5.
En color negro se muestra la posicién inicial del solitén, el soliton comienza a moverse en
direccion a la frontera superior, la cruza y aparece en la frontera inferior, en direccion a la masa
central.

4.3.2. Problema de resolucion con masas de los solitones muy gran-
des

Al estudiar sistemas con varios halos solitonicos se observé un problema muy particular con la
conservaciéon de la energia, cuando se tenian halos con masas muy grandes, por ejemplo en una
configuracion de tres solitones, ambos con masas iguales My = 100.

Posterior a esto se evolucioné un sistema con 9 halos, todos con masa M = 40 (en unidades del
c6digo), con velocidades y posiciones aleatorias, en una caja 20 x 20 x 20 y una resolucién de
256; los contornos de densidad inicial y final (figura 4.31) no muestran ningiin movimiento de
los solitones ademas, la evolucion de las energias del sistema mostrado en la figura 4.32, muestra
una violacién en la conservacién en la energia. Se realizaron diversas corridas del mismo sistema
variando tinicamente las posiciones y velocidades aleatorias, en todos se observé el mismo efecto.

Se consideraron las mismas posiciones y velocidades aleatorias de los halos, disminuyendo las
masas de los solitones, para casos con My = 40 y My = 30 la grafica comienza a mostrar una
energia total cercana a ser constante, el problema se solucion6 al disminuir a m = 20, donde
si se conserva la energia. Al ir disminuyendo la masa en este sistema se observé una disminucion
en el problema. Incluso el mismo problema sucedié en simulaciones con 7 solitones.

Para trabajar con masas muy grandes (en unidades del cédigo) en principio seria necesario
aumentar la resolucion, pero por ejemplo cuando se tiene un sistema de tres solitones, todos
con masas My = 100, con velocidades (pequenias) y posiciones iniciales aleatorias. Cuando se
realiza la simulacién con una resolucién de 128, la energia total no se conserva (ver la figura
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Figura 4.31: Contornos de densidad inicial y final de la simulaciéon de 9 halos soliténicos, todos

con masa M, = 50,
resolucion R = 128.

Figura 4.32:

con posiciones y velocidades aleatorias. La simulacion se realizé con una

—— Total — Ex+Eo
Egp (autinteraccion)
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Energia

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Tiempo (en unidades del cédigo)

Evolucién temporal de las energias. La energia total no se conserva
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Figura 4.33: A la izquierda se muestran los contornos de densidad en diferentes tiempos del
sistema conformado por tres solitones con masas M, = 100, se mueven con velocidades aleatorias
pequenas y tienen posiciones aleatorias; a la derecha la grafica de evolucién temporal de las
energias del sistema. La simulacién se realizd con una resolucion R = 128.

4.33); al aumentar la resolucién a 256 se soluciona el problema de la conservaciéon de la energia,
pero en la simulacion no se observa mas que leves pulsaciones de los solitones, que permanecen
estéticos (ver la figura 4.34). Esto nos limita a no realizar simulaciones con solitones tan masivos.

4.3.3. Analisis de virializacién

Al estudiar la virializacién de varios sistemas encontramos que las energias parecian no satisfacer
el teorema virial, para verificar si habia algin problema con el cédigo simulamos un solitén de
masa 2 en una caja 10 x 10 x 10, con una resolucién de R = 128 (la resolucién es de 12.8 por
cada unidad del c6digo), esto debido a que la masa del solitén es inversamente proporcional
al radio del solitén, y al aumentar el tamano de este requiere menor resolucion; el solitén se
encuentra situado en el centro de la caja sin velocidad inicial. La figura 4.35, muestran la
evolucion temporal de las energias, la linea azul denota el virial, y se observa que el sistema
no esta virializado, pero estd cercano a estarlo; ademas, esta misma grafica se obtuvo para
resoluciones de 192 y 256.

4.4. Conclusiones sobre la resolucién y limitantes del
codigo

Todo cédigo numérico, posee limites numéricos para realizar su funcion, el codigo PyUltraLight
presenta el problema al colocar los solitones cerca de sus fronteras, esto puede verse como un
tipo de «apantallamiento», este problema disminuye aumentando el tamano de la caja, por
ejemplo, duplicando o triplicando el tamano de la caja; pero aumentar el tamano de la caja
es necesario aumentar la resolucion espacial, lo cual implica un mayor gasto computacional.
De hecho, todos los resultados se ven influenciados por el problema con las fronteras, la forma
de disminuir el problema es alejarlos lo suficiente de las fronteras y aumentar el tamano de la
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Figura 4.34: A la izquierda se muestran los contornos de densidad en diferentes tiempos del
sistema conformado por tres solitones con masas M, = 100, se mueven con velocidades aleatorias
pequenas y tienen posiciones aleatorias; a la derecha la grafica de evolucién temporal de las
energias del sistema. La simulacién se realizd con una resolucion R = 256.
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Figura 4.35: Evoluciéon de las energias en el tiempo, de un solitén con condiciones iniciales

x = (0,0,0),v = (0,0,0), masa M; = 2, se calcularon numéricamente con una resolucién
R =128.
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malla tridimensional en la que se evoluciona el sistema.

La otra limitante aparece al escoger masas muy grandes para los solitones, porque la masa es
inversamente proporcional al radio del solitén, si el radio es mucho menor que la resolucion del
c6digo, entonces no podra realizar el calculo de forma correcta.

4.5. Perspectiva de un cédigo para Multicampos escala-
res

El modelo de materia oscura como campo escalar es un modelo que describe de mejor manera
las estructuras a escalas de kiloparsecs que el modelo CDM. En varios trabajos se ha explorado
la posibilidad de que la materia oscura esté formada por varias componentes, recientemente se
ha planteado que la materia oscura esta conformada con varios campos escalares con diferentes
masas. En los modelos mas simples consideran campos escalares que no interactian entre ellos.

Para poder estudiar sistemas gravitacionales con bosones distintos, en los cuales se consideran
multiples campos acoplados, es decir, bosones de diferentes masas, planteamos una extension
al cédigo PyUltraLight, comenzamos modificando la accién que describe el campo escalar, para
que describa dos campos escalares, obtenemos:

mi

d*z 1 1 m2
S = 5 VY {5 " 0,010" p1 + 59”1’ P20" Py — ﬁﬁb% - Gb%} ; (4.13)

202

y aplicando el mismo procedimiento que en [1], obtenemos una ecuaciéon de Schrédinger para
cada ecuacion de onda

L h?
i hipy = “om V21 + my Py,
h; (4.14)
i by = -3 V2hy + ma®is,
ma
por su parte el potencial gravitacional estd dado por
V2p = 47rG(m1 |w1‘2 + Mo |¢2’2), (415)

Esto puede generalizarse para N campos, donde cada uno puede representarse por una funcién
de onda distinta 1, 1o, - - -. De forma general, utilizando ¢ = 1, el sistema a resolver es:

h?
Zhaﬂ/Jk = —_VQ'QDIC + my P 'Qbk;,
ka
N (4.16)
V2(I) = 47TGZ my ‘ka,

k=0
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donde £ =1,2,..., N etiqueta cada uno de los N campos presentes.

4.5.1. Modificaciones a las ecuaciones del sistema Schrodinger - Pois-
son para miiltiples masas de axion

En este trabajo estudiamos el caso de dos axiones, para modificar el cédigo tenemos que redefinir
las unidades para adimensionalizar el sistema, de forma similar a como lo hacen en [1], primero
definimos

=

f / /
Z, t - T (I)/ - A@, wl - B¢1, 1/1; - C'lbg (417)

Sustituyendo en (4.14) y (4.15) obtenemos

t = 7 X= %, Q' = g@, V) =TVmi G,y =T/ ma Gy, (4.18)

definimos los parametros adimensionales

mq L2
= —— 4.1
y
moL?
= —— 4.
72 Th ) ( 20)

Fijamos v; = 1, no podemos fijar 75 = 1, ya que implicaria que m; = mso, por lo tanto,

mo

V2 = (4.21)

)
m

Y por lo tanto tenemos el sistema reescrito de forma adimensional, para poder manipularlo
numéricamente.

V20 = dr(|yq]? + [9s)), (4.22)
- 0y 1 2.1 /
= —§V @Zﬁ + (b@bb (4-23)
. 1 2 91 /
“bz = _£V wz + V2 @1/127 (4-24)

podemos reescribir el sistema bajo condiciones de frontera periédicas como:
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Entonces, (4.23) y (4.24) se mantienen igual, mientras que (4.22) se reescribe como

V20" = 4r(|yq])? + [al12 — (ill?) — (el )],

La masa integrada del sistema esta dada por:

Mw:/ﬁﬂmfﬂwﬂ

por lo tanto,

A%:/ffwmw%w@Mm

y asi, obtenemos la densidad en un punto

p =ML+ Mol 0|,

donde tenemos que

8rh?  \1
e (!
ImiHy Y,

T:( sm ) — 75.134 Gyr,

3H2 Q)

Moo L (s TR
YT G \3H2Q,, my)
M
M2:_317

Y2

Por su parte, la energia del sistema se calcula como

E = El + EQ = (Ml + M2) £2T72Ecodea

y la velocidad esta dada por

—1
v=LT Vcode
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Este nuevo sistema se puede obtener a partir de una accién adimensional, dada por 4.35 y
notese que se omitieron las cantidades primadas, a partir de la cual se derivan las ecuaciones
del sistema Schrodinger Poisson para dos masas de axion:

m

1 1 . ] H ) . .
4.35

Por lo tanto, la evolucién de las energias esta dada por:

oL . oL . oL . oL . oL .
Fipt = a3 { : + —— )+ = + — *+—.<I>—L}, 4.36
tot /R3 T awll/)l a¢f¢1 &bng aw;@/’Q 9 ( )

Explicitamente se tiene que

1 1 m
Eior = / d’x {QDHWQ + [abo]?] + §|Vq)’2 + §’V?/11‘ + Y. - |V¢2’2} ; (4.37)
R3 mao

Bu= [ 0 |3V(OVE) = SO0+ 0(10nf + [aP) + 3V )
(4.38)
Q—WV(%V%) - §¢1V2¢1 - 2—72(¢2V2¢2)} ,

Aplicando el teorema de Stokes obtenemos la expresion para la energia total a integrarse numéri-
camente.

my

ng

1 1, .
Eior = /3 &’z {§¢(|¢1|2 + [1ha]?) — §¢1V2¢1 - V5 VQ%} ; (4.39)
R
La integral (4.39) se calculard numéricamente en el cédigo. Con esto terminamos de presentar
las modificaciones necesarias al sistema, las cuales deberan ser implementadas en el cédigo para
simular materia oscura con multicampos; la adimensionalizacién general para N - campos se
obtiene de forma muy similar al proceso descrito.
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Capitulo 5

Conclusiones

El modelo C'DM es el modelo més aceptado actualmente, pero el modelo SFDM es un modelo
que permite explicar mejor la formacion de estructuras. En el presente trabajo se realizé una
breve revision del modelo AC DM, donde se presentaron sus caracteristicas y sus parametros,
mostrando las implicaciones de variar algunos parametros a través de simulaciones realizadas
con el cédigo numérico CLASS [18]; posteriormente se expusieron algunas caracteristicas del
modelo SFDM, el cual postula que la materia oscura estd compuesta por bosones ultraligeros
descritos por el sistema Schrodinger-Newton.

Los halos galacticos estan conformados principalmente por materia oscura, asi que bajo ésta
suposicién no se tomo en cuenta otros tipos de materia y se estudiaron varias interacciones entre
halos, a través de diversas simulaciones utilizando el cédigo PyUltralight [1] para estudiar di-
versas configuraciones de halos soliténicos, verificando efectos como la disrupcion de mareas, la
fusién de varios halos soliténicos, observando diferentes 6rbitas de solitones (hiperbdlicas, elipti-
cas, circulares y algunas més complejas), ademds de encontrar interacciones repulsivas cuando
hay un desfase de 7 en las condiciones iniciales de dos solitones; incluso observamos que cuando
las velocidad relativa entre dos solitones era lo suficientemente grande no se fusionaban, sino
que seguian trayectorias opuestas a su direcciéon de movimiento inicial. Para estudiar estruc-
turas de no equilibrio se consideraron solitones con posiciones aleatorias, observando la fusion
de varios solitones hasta formar uno solo. Al agregar pequenas velocidades aleatorias pequenas
se observaron 6rbitas, pero los halos soliténicos terminaron fusionandose en uno solo después
de un tiempo. También se exploraron las diferentes limitantes numéricas, se encontré que el
cédigo presenta algunos problemas cuando los solitones se encuentran cercanos a la frontera,
debido a las condiciones periddicas en las fronteras; asi como cuando se utilizaron masas muy
grandes para interacciones de varios solitones, por ejemplo el caso con tres solitones de masas
M, = 100 en el cual la animacién de los contornos de densidad evolucionando en el tiempo no
se pudo generar correctamente; cuando los solitones son demasiado masivos, sus contornos de
densidad se hacen tan pequenos que con los valores de resolucion del cédigo numérico no es
posible resolver el sistema correctamente, en esos casos es necesario aumentar la resolucion de
la malla tridimensional utilizada para resolver el sistema, aunque esto implica un mayor gasto
computacional.
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Finalmente, con intencion de explorar la posibilidad de que la materia oscura esté compuesta
por multiples especies de axiones, cada una con masa diferente, aqui planteamos la posibilidad
de modificar el cédigo PyUltralight para un sistema que considere multiples diferentes masas
de axiones. Ademas, como vistazo al futuro, es de interés buscar una solucién a los problemas
encontrados en el cédigo.
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Apéndice A
El Problema de N-cuerpos

Cuando se consideran N cuerpos, los cuales interactian entre si, se busca conocer la evoluciéon
futura, es decir, los movimientos de orbitales de cada uno de estos cuerpos, conociendo las
masas, la posicion y la velocidad de los cuerpos en un instante de tiempo. De forma general, el
problema para N-cuerpos se resuelve de forma numérica y las simulaciones numéricas son de
utilidad en una gran cantidad de areas en la fisica. Aqui se plantean brevemente los problemas
de dos y tres cuerpos, para encontrar mas detalles sobre los problemas de dos y tres cuerpos
revisar [69] y [67].

A.1. El problema de dos cuerpos

Sean dos objetos, los cuales se suponen como particulas puntuales, en un sistema aislado del
resto del universo. Considerando una fuerza central que deriva de un potencial central V(r),
asi nuestro lagrangiano esta dado por:

L—%MRﬂmﬁ—Vw. (A1)

Si definimos que en el centro de masa R = 0, tenemos:

L—;M—V@. (A2)

El problema de dos cuerpos se ha reducido a un problema de un cuerpo, en el que debe determi-
narse el movimiento de una particula con masa p en el campo central descrito por el potencial
V(r), como solo depende de la distancia de la particula al centro de fuerzas, esto debido a

que en los sistemas inerciales el espacio es isétropo (las propiedades mecénicas del sistema no
dependen de la orientacién del sistema), entonces el sistema posee simetria esférica.

Ademas, dado que se conserva el momento cinético del sistema, el movimiento se da en un
plano. Usando coordenadas polares (r, ¢) en ese plano, el lagrangiano es:
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L= %”(7;2 +72¢%) = V(r). (A.3)

De ahi se obtienen las ecuaciones de movimiento del sistema. Y se obtiene que la energia total
del sistema estd dada por:

E = %M(H) + 22 + V(r). (A.4)

Donde V' (r) es el potencial gravitacional. Algunos resultados importantes se presentan a conti-
nuacion.

La energia necesaria para que el cuerpo salga de la 6rbita implica que la energia mecénica total
sea nula, es decir £ =T + V = 0. Explicitamente:

1 M
“me? — G
2 r

~0. (A.5)

De ahi se deduce que la velocidad minima con la cual el objeto en érbita escapa, de ahi el
nombre de velocidad de escape, es:

2GM

= A6
o=/ (A6)
La velocidad de un objeto que esta en 6rbita circular estd dada por la ecuacion (A.7):
GM
v=uv(r)= . (A.7)
r

y tomando en cuenta que T' = 27 /w, el tiempo que tarda en dar una vuelta completa es:

r3

T—2 .
N om

(A.8)

A.2. El problema de tres cuerpos

De forma general, el problema de tres cuerpos no tiene solucion exacta, pero hay algunos casos
particulares donde se tienen soluciones analiticas. Una solucién analitica de tres cuerpos se
presenta en el caso de tres es cuando se tiene un sistema formado por 3 objetos, de los cuales
uno se encuentra estatico (en el marco de referencia fijado), y alrededor de este orbitan otros dos
objetos con masas iguales. Entonces, en este sistema para cualquiera de los objetos en orbita
tiene una fuerza centripeta y ejerce fuerza sobre los otros dos objetos. En este caso la fuerza
que ejerce sobre los dos objetos genera la fuerza centripeta, asi F; = F,. donde
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GmM  Gm? mu? muw-r
Fo = F,=— = . A9
¢ r? (2r)%’ y r r? (A.9)

Al igualar estas expresiones y con un poco de dlgebra se obtiene la velocidad relativa con la
que se mueve cada uno de los objetos con la misma masa.

V= g (M + %) (A.lO)

y tomando en cuenta que 7' = 27 el tiempo que tarda en dar una vuelta completa es

w

T=2r (A.11)
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Apéndice B
Tensor de energia momento

De la teoria clasica de campos sabemos que las particulas escalares se describen con la ecuacion
de Klein Gordon, la cual se obtiene aplicando las ecuaciones de Euler - Lagrange para la densidad
lagrangiana real dada por

1 1
L= §8M¢aﬂ¢ — §m2¢2. (B].)
la densidad lagrangiana para un espacio de Minkowski se puede escribir como:

2

1. . 1 m
L= —5(@2 + §|V¢|2 - 7¢2~ (B.2)

Las ecuaciones de Euler-Lagrange para campos se escriben como:

0, [%ﬁ@] - g—; —0. (B.3)

Asi se obtiene la ecuacién de Klein-Gordon para campos reales (B.4)

0,00 —m*®* = O¢ —m?*¢p* = 0, (B.4)

a partir de la densidad lagrangiana podemos calcular el tensor de energia momento, el cual se
define como

_oc
~ 9(0u9)

%

&6 — gL, (B.5)

siguiendo la definicién de la ecuacién (B.5) tenemos:
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T = g o — g (%aacba% - %m%?) , (B.6)

El tensor de energia momento del sistema de Klein Gordon real tiene la propiedad de ser
simétrico (T = T"*). Por otro lado, el momento conjugado canénico del campo ¢ se define
como

(B.7)

3
Il
£I-

El momento se define como:

PH — /de(TON), (B.8)

y particularmente
0 . 3 aﬁ M . :| . M .
pP” = /d x {—aqbgzﬁ L —/ [ré — L], (B.9)

P = /d3x H =H, (B.10)

donde la ecuacién (B.10) es el hamiltoniano del sistema, representa la energia total del sistema,
para este caso particular se tiene que:

: 1 :
E=H= / d*x {¢2+ 59" [(6)* — (V¢)? + m*¢*]| . (B.11)
Para un campo de Klein Gordon complejo tenemos la densidad lagrangiana:

L= % L0t — %m2¢*¢, (B.12)

siguiendo el mismo proceso que en el caso real, donde la definicion del tensor de energia momento
es

oL oL
™ — —— 9 —0"¢" — g"' L B.13
56,9° * o ¢ Y (B.13)

Se obtiene la ecuacién de Klein Gordon para campos complejos
O¢ — m?¢ =0. (B.14)
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también se puede obtener el tensor de energia momento respectivo
v 1 * QU 1 vk v 1 * 1 2 %
TH — 58“@5 8 ¢+ éa“gba Qb — gM §8U¢80¢ — §m qb Qb N (B15)
lo que se puede reescribir como:
v 1 * OV 1 vk v 1 * 1 2 2
I = 50"¢"0"¢ + 50"60"¢" — ¢ | 50,0 07¢" — gm7[[" ) . (B.16)

También de esa forma se puede obtener el momento generalizado y la energia.

Nétese que se utiliza la signatura de la métrica de Minkowski 7, = diag(—1,1,1,1), si se
utilizara la signatura 7,, = diag(l,—1,—1,—1) la ecuacién de Klein - Gordon se escribiria
como

O¢ + m?p = 0. (B.17)
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